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Chapitre 1
Introdution.
Le onept d'étoile à neutrons a vu le jour dans les années 20 grâe à L. Landau [1℄, tout
de suite après la déouverte du neutron par J. Chadwik. Depuis, la physique des étoiles et
proto-étoiles à neutrons a onnu d'énormes avanés [2, 3℄. Il s'agit à l'heure atuelle d'un
sujet extrêmement vaste à l'interfae entre plusieurs disiplines telles que l'astrophysique,
la physique nuléaire, et la matière ondensée. En partiulier l'étude des méanismes de
refroidissement des proto-étoiles vers les étoiles à neutrons est un domaine d'étude très
omplexe qui fait enore l'objet de nombreux travaux théoriques et observationnels. La
struture interne de es étoiles ainsi que les diérentes phases de la matière nuléaire
qui les onstituent sont très débattues à l'heure atuelle. Une diulté ultérieure à la
desription vient du fait que pour es objets la struture est fortement ouplée à des
propriétés de transport. En eet la matière d'étoile est soumise à un proessus omplexe
de ompression, rebond et propagation de ho. Elle subit des mouvements olletifs et une
dynamique de refroidissement sur des éhelles de temps très diérentes et ave un prol de
densité omplexe. Même à l'équilibre, nous savons aujourd'hui que les étoiles à neutrons
peuvent être en rotation, subir des phénomènes d'arétion dans les systèmes binaires, être
le siège de hamp magnétiques olossaux et de phénomènes violents d'éruption en surfae. A
la omplexité des méanismes en jeu s'ajoute le fait que nos onnaissanes empiriques sont
enore insusantes et disparates. Le but prinipal de ette introdution est de donner une
vue d'ensemble des diérents phénomènes physiques qui tournent autour de la physique des
étoiles à neutrons, et qui sont pertinents pour le travail de ette thèse. Nous dérirons tout
d'abord qualitativement, l'ensemble des diérentes étapes intermédiaires qui permettent la
formation de la proto-étoile, ainsi que elles lui permettant d'atteindre l'étoile à neutrons.
Nous évoquerons également l'un des majeurs problèmes irrésolus permettant la desription
du proessus de refroidissement, tout en posant la problématique qui va nous intéresser.
Nous terminerons en présentant d'une manière générale le travail réalisé au ours de ette
thèse, dont le but n'est pas de donner une réponse dénitive à haune des questions
posées, mais plutt des éléments de réponse permettant d'évoluer dans la ompréhension
des problèmes tournant autour de ette physique.
1.1 De la proto-étoile à l'étoile à neutrons.
Le proessus de formation des proto-étoiles à neutrons part des étoiles dont la masse
est supérieur ou égale à approximativement huit fois la masse solaire. La stabilité de es
dernières est maintenue grâe à un équilibre hydrostatique aratérisé par la ompétition
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qui existe entre l'interation gravitationnelle, et la pression induite par les réations nu-
léaires au oeur de l'étoile. Lors de la n de vie de es étoiles, 'est à dire lorsqu'elles ont
brûlé l'ensemble de leur stok d'hydrogène permettant la majorité des réations nuléaires
internes, il y a rupture de et équilibre hydrostatique. L'interation gravitationnelle ne
pouvant plus être ontrebalanée, l'étoile nit par s'eondrer sur elle-même en l'espae de
quelques minutes. Lors de ette phase de ollapse, la densité de matière de l'étoile passe en-
viron de 109 à 1014g/m3, e qui permet de re-hausser le niveau de Fermi de l'ensemble des
onstituants de l'étoile, et par onséquent qui induit des réations de apture életronique.
L'étoile va don passer d'une matière nuléaire symétrique essentiellement onstituée de
noyaux de fer, à une étoile plus dense et plus rihe en neutrons, dont la fration protonique
sera de l'ordre de 1/3. Cet objet dense et haud est aratérisé par une température at-
teignant et surpassant la vingtaine de MeV. En eet lors du ollapse de l'étoile, la densité
de matière est telle, que les neutrinos produits lors des réations de aptures életroniques
restent entièrement piégés à l'intérieur de l'étoile, e qui onduit à son réhauement. Une
fois ette étape terminée, il va y avoir une phase de rebond suivie par la propagation d'une
onde de ho qui onduit à l'explosion de l'étoile, sous la forme d'un événement de super-
novae de type II. A l'arrière du ho reste un noyau dense et haud de matière : 'est la
proto-étoile à neutrons. La formation de la supernovae est un proessus au ours duquel il
y a à la fois expulsion de l'atmosphère externe de la protoétoile, et une émission soudaine
des neutrinos qui ont été piégés au ours de la phase de ollapse. Une fois l'explosion ter-
minée, la proto étoile va refroidir lentement pendant une durée de plusieurs années, au
ours desquelles le refroidissement s'opère par émission progressive de neutrinos jusqu'à
atteindre l'état d'étoile à neutrons qui est une étoile froide essentiellement onstituée de
neutrons ave un fration protonique de l'ordre de 0.2, et dont la température est de l'ordre
d'une dizaine de keV. La gure (1.1) est un shéma réapitulatif de l'ensemble du sénario.
Fig. 1.1  Shéma réapitulatif regroupant les diérentes étapes de formation de la proto-
étoile, en passant par la supernovae, jusqu'à l'étoile à neutrons.
La dynamique de es diérents proessus est dérite par des modèles d'hydrodynamique.
Ces modèles arrivent à l'heure atuelle à prédire le ollapse, la phase de rebond, et la
réation de l'onde de ho [4, 5, 6℄. Néanmoins la globalité des aluls théoriques montre que
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ette onde de ho est résorbée assez rapidement [6℄, e qui implique don que l'ensemble des
modèles sont dans l'inapaité de reproduire le méanisme d'explosion, et par onséquent
la formation de la supernovae. Lors du proessus d'explosion, l'onde de ho représente
une très faible proportion de l'énergie mise en jeu lors du ollapse, et la majeure partie
de elle-i se trouve essentiellement gouvernée par les neutrinos. Seule une onnaissane
détaillée des probabilités d'interation des neutrinos ave la matière permettra don de
omprendre quantitativement le phénomène d'explosion. L'une des possibilités proposée
par J. Margueron et al. [7℄, serait d'avoir un piégeage omplet des neutrinos dans l'éore
interne de la proto-étoile, lors de la phase d'expansion de l'onde de ho. Si l'on pouvait
justier d'un phénomène physique qui onduit pendant des temps ourts à une forte opaité
de la matière aux neutrinos, la pression exerée par les neutrinos pourrait don ontribuer
à aider l'onde de ho à s'étendre, et reproduire le méanisme d'explosion. C.J. Horowitz
et al. [8, 9℄, et H. Sonoda et al. [10℄ ont réalisé des aluls de setion eae d'interation
des neutrinos ave la matière d'étoile présente dans l'éore interne des protoétoiles. Ces
travaux ont démontré que la probabilité de piéger les neutrinos augmente ave la dis-
homogénéité de la matière. La setion eae d'interation élastique σ(~q) des neutrinos
ave la matière d'étoile présente dans l'éore est proportionnelle au fateur de forme S(~q) :
σ(~q) ∝ S(~q) (1.1)
où le fateur de forme est déni par la transformée de Fourier de la fontion de orrelation :
S(~q) =
1
(2π)3/2
∫
d3~rei~q.~r < ρ(~r)ρ(0) > (1.2)
Si l'on aroît les dis-homogénéités de la matière d'étoile de l'éore, alors on aura une
augmentation des orrélations, et don de la setion eae d'interation. La gure (1.2)
résume les aluls de setion eae réalisés par C.J. Horowitz. Une possibilité intéres-
sante d'avoir un piégeage omplet des neutrinos sur de larges éhelles, se vérierait lors
du passage par un point ritique pendant le refroidissement de l'étoile. En eet, pour un
phénomène ritique la fontion de orrélation diverge, e qui implique qu'il en sera de
même pour le fateur de forme, et par onséquent pour la setion eae élastique d'inter-
ation. Il apparaît don important d'étudier les propriétés thermodynamiques de la matière
d'étoile, et d'en extraire le diagramme des phases an de déterminer si elui-i présente
des instabilités et/ou des points ritiques. Le but de e travail de thèse est d'apporter
des informations sur la thermodynamique de la matière d'étoile, qui pourraient inuer sur
le proessus de refroidissement de la proto-étoile. Nous allons maintenant onsarer une
partie plus détaillée sur la motivation de e travail de thèse.
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Fig. 1.2  Fontion réponse de la matière d'étoile obtenue à l'aide de alul de dynamique
moléulaire lassique [8℄. Il est lairement montré que plus la matière d'étoile présentait
des dis-homogénéités, plus la setion eae tendait à être importante.
1.2 Motivation : étude des transitions de phases de la
matière d'étoile.
Les étoiles (T∼0MeV) ou proto-étoiles (T>0MeV) à neutrons, sont des astres très denses
dont le rayon mesure une dizaine de kilomètres, et dont la masse est de l'ordre d'une masse
solaire. La solution de l'équation de Tolman-Oppenheimer-Volko [11, 12℄, qui orrespond
à l'équilibre statique d'un objet ompat auto-gravitant, permet d'aéder au prol de den-
sité de l'étoile. Ce prol dépend de façon essentielle de l'équation d'état de la matière. Du
point de vue qualitatif, e prol orrespond à une densité qui peut fortement dépasser la
densité de saturation ρ0 dans le entre de l'étoile, quand l'éore est à densité ρ < ρ0. Dif-
férentes phases de la matière nuléaire ont été prédites par de nombreux travaux théoriques
[2, 3℄, et la gure (1.3) nous en donne un aperçu global. La oupe transverse nous montre
que pour le oeur de l'étoile, dont la densité est de l'ordre de trois fois la densité ρ0, une
phase déonnée de la matière nuléaire, le plasma de quarks et de gluons est prédite. Si
on s'éloigne du oeur, on retrouve une matière nuléaire homogène à densités de l'ordre de
ρ0 étendue sur plusieurs kilomètres, pour enn atteindre l'éore de l'étoile qui ne fait que
quelques entaines de mètres, puis enn l'atmosphère de l'étoile. Chaune de es phases de
la matière nuléaire onstitue en elle-même un projet de reherhe à part entière. La partie
de l'étoile qui nous intéresse dans le adre de e travail est l'éore, et 'est elle-i qui fera
l'objet de notre étude. Cette dernière est une matière onstituée de neutrons, de protons,
et d'un gaz d'életrons ultra-relativistes et degenerés neutralisant la harge des protons
[14℄. Nous appellerons l'ensemble de es onstituants matière d'étoile. Bien qu'il s'agisse
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Fig. 1.3  Figure représentant la oupe transverse de l'étoile à température nulle [13℄.
d'une matière très dense à l'éhelle atomique, elle apparaît omme une matière relativement
diluée d'un point de vue de la physique nuléaire, où la densité peut aller de ρ0 à 1/100ρ0.
Ces faibles densités vont permettre la réation de phases dishomogènes. J.C.Pethik et
D.G. Ravenhall [15, 16, 17℄ ont eetué des premiers aluls de hamps moyen de type
Hartree-Fok pour la matière d'étoile à température nulle. Les résultats de es travaux ont
introduit l'idée de l'existene de phases exotiques dans l'éore des étoiles, appelées phases
"pasta" à ause de leurs strutures géométriques. Le shéma (1.4), représente l'évolution
en fontion de la densité de la matière nuléaire de l'éore, qui présente progressivement
des strutures en forme de "gruyère", de "tubes", de "lasagnes", de "spaghetti", et de
"bulles". L'existene de es phases exotiques est due au phénomène de frustration engen-
dré par la ompétition entre l'interation nuléaire et l'interation Coulombienne, dont les
intensités sont du même ordre de grandeur à es basses densités. Néanmoins es aluls ont
été réalisés pour des températures nulles, et il sera intéressant d'explorer le diagramme des
phases à des températures nies an de vérier si es phases exotiques persistent. L'une
des autres motivations est d'aller au delà du hamp moyen an d'inlure des orrélations.
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Fig. 1.4  Shéma représentant la oupe transverse de l'éore de l'étoile à température
nulle. De la plus haute densité à la plus basse, on passe progressivement à des strutures
en forme de "gruyère", de "tubes", de "lasagnes", de "spaghetti", et de "bulles".
Plus réemment, d'autres approhes plus sophistiquées basées sur la dynamique moléu-
laire ont été proposées par C.J. Horowitz et G. Watanabe [8, 18, 19℄, et elles ont onrmé
l'existene des es phases exotiques à très basses températures. Dans la plupart de es
approhes, le diagramme des phases a été exploré dans une très faible portion, et les pos-
sibles impliations de es strutures sur les propriétés observationnelles des étoiles restent
presque entièrement à faire. La motivation prinipale de e travail de thèse est d'explorer
le diagramme des phases de la matière d'étoile, et d'essayer d'établir les onnexions entre
es diérentes phases exotiques. L'une des autres motivations importantes est d'étudier si
ette matière d'étoile présente ou non un point ritique. Nous montrerons que la frustration
Coulombienne a une inuene importante sur la thermodynamique de la matière d'étoile.
Il faut également remarquer que les approhes proposées par C.J. Horowitz et G. Watan-
abe sont des approhes essentiellement lassiques. Il serait don intéressant de réaliser des
aluls plus réalistes à l'aide d'approhes fermioniques, et ei an de ommuniquer des
données thermodynamiques quantitatives utiles aux aluls hydrodynamiques modélisant
l'évolution de l'étoile.
1.3 Résumé du travail présenté.
Le travail de ette thèse porte sur l'étude thermodynamique de la matière d'étoile
présente dans l'éore des protoétoiles et étoiles à neutrons. Il se divise en deux parties, une
première portant sur les approhes lassiques, et une seonde sur une approhe quantique.
Le hapitre 2 onernant les approhes lassiques propose d'explorer le diagramme
des phases à l'aide d'un modèle shématique de gaz sur réseau adapté au ontexte as-
trophysique. Auun ingrédient de physique nuléaire, ni de méanique quantique n'a été
inlus, mais la résolution de e modèle est exate, et il tient ompte de l'ensemble des or-
rélations. Ce dernier va nous permettre d'obtenir des premières informations qualitatives
sur la phénoménologie des transitions de phase pour la matière d'étoile. L'inuene de
la frustration Coulombienne est disutée, ainsi que les possibles impats qu'elle pourrait
avoir sur les méanismes de refroidissement, et d'explosion de l'étoile. Il est notamment
démontré au ours de ette partie que la matière d'étoile est aratérisée par une transition
de phase de type liquide-gaz, et que l'inuene de la frustration Coulombienne supprime
tout phénomène ritique au point limite de la transition du premier ordre. Un formalisme
basé sur le groupe de renormalisation est ensuite développé au hapitre 3 pour les systèmes
en interation à longue portée. Ce dernier va être employé an d'appuyer l'argumentation
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développée à l'aide du modèle de gaz sur réseau. Il nous donnera également ertains indies
supplémentaires sur l'inuene de l'interation Coulombienne sur la phénoménologie des
transitions de phase, et plus partiulièrement elle que pourrait avoir la polarisation des
életrons sur l'existene du point ritique.
L'approhe quantique est basée sur le modèle FMD. Ce dernier résout les équations
de mouvement pour un système de fermions en interations, où les états à une partiule
sont approximés omme étant des gaussiennes. Le hapitre 4 est onsarée au détails de la
dérivation du formalisme déjà établi par H. Feldmeier [20, 21, 22℄, qui dans notre as est
reformulé dans un formalisme Skyrme Hartree-Fok. La résolution numérique des équa-
tions de mouvements est détaillée, et de nombreux tests numériques sont réalisés an de
le valider. Le hapitre 5 est ensuite onsaré aux appliations du modèle à la struture
nuléaire, où des aluls d'états fondamentaux et de résonanes géantes monopolaires sont
réalisés pour quelques noyaux. Avant d'eetuer tout alul de thermodynamique pour la
matière d'étoile, le hapitre 6 se propose de ommener par un as simple qui est elui des
noyaux nis. L'implémentation d'un thermomètre nuléaire an d'extraire la température
du système nuléaire est disutée. Des tests d'ergodiité du système nuléaire sont égale-
ment présentés. Finalement un premier aperçu du diagramme de phase est obtenu à partir
des ourbes aloriques. Un alul exploratoire est présenté pour un noyau d'Hélium 4, et ei
ave diérentes paramétrisations de l'interation de Skyrme. Un alul de ourbe alorique
est également réalisé ave l'interation Coulombienne an d'en tester l'inuene de ette
dernière sur la thermodynamique du noyau. Enn le hapitre 7 propose une ébauhe du
formalisme qui permettra à terme de traiter numériquement le problème quantique de la
matière innie d'étoile à l'aide du modèle FMD.
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Chapitre 2
Thermodynamique de la matière
d'étoile à l'aide d'une approhe Ising.
2.1 Introdution.
Depuis environ une trentaine d'années, de nombreux travaux théoriques ont permis de
prédire que la matière nuléaire innie en l'absene d'interation Coulombienne est ar-
atérisée par une transition de type liquide-gaz, de telle sorte que l'on pourra distinguer
deux phases ainsi qu'une zone de oexistene. Cette zone de oexistene se termine par un
point de transition du seond ordre aratérisé par une divergene des longueurs de or-
rélation. Dans un tel point, le potentiel thermodynamique ainsi que ses dérivées premières
sont ontinues, tandis qu'au moins l'une de ses dérivées seondes présente une disontinu-
ité. On passe don de façon ontinue d'une phase à l'autre sans que l'on puisse parler de
oexistene des deux phases. La présene d'une transition de type liquide-gaz est due à la
forme spéique de l'interation nuléon-nuléon. En eet l'interation forte responsable
de la ohésion nuléaire se manifeste par un potentiel à ourte portée et à oeur dur. Pour
ette raison, la matière nuléaire admet qualitativement la même phénoménologie que elle
d'un uide de Van-Der-Waals, et l'on pourra assimiler l'interation nuléaire omme étant
analogue à un potentiel de Lennard-Jones [23℄. Du point de vue théorique, la transition
liquide-gaz appartient à la lasse d'universalité d'Ising, 'est à dire que l'on peut extraire
les mêmes exposants ritiques que eux du modèle d'Ising. Si l'on herhe à modéliser de
manière qualitative la phénoménologie des transitions de phases de la matière nuléaire, on
pourra don utiliser un modèle appartenant à la lasse d'universalité d'Ising. Un exellent
modèle permettant de réaliser e genre d'études est le modèle de gaz sur réseau [24℄, iso-
morphe au modèle d'Ising. Ce modèle lassique néglige l'aspet fermionique des nuléons,
mais il est néanmoins un modèle très puissant. En eet, il permet de réaliser des aluls
exats à température nie au delà du hamp moyen. La possibilité de réaliser des résolu-
tions numériques exates de la thermodynamique du modèle implique que les orrélations,
ainsi que les utuations des diérentes observables peuvent être entièrement prises en
ompte. Le modèle de gaz sur réseau est don un très bon andidat si l'on souhaite étudier
les signaux de transitions de phase de la matière nuléaire. Néanmoins an d'obtenir une
modélisation orrete de la phénoménologie des transitions de phases de la matière d'étoile,
il nous sera néessaire d'inlure un ingrédient essentiel qui est le Hamiltonien de frustra-
tion Coulombienne. Ce dernier devra tenir ompte de l'interation Coulombienne entre les
diérentes partiules hargées onstituant notre uide nuléaire, et nous démontrerons que
13
14 CHAPITRE 2. THERMODYNAMIQUE DE LA MATIÈRE D'ÉTOILE.
son inuene pourra modier la physique de notre système. L'eet du hamp Coulombien
dans la thermodynamique des noyaux nis a été pris en ompte dans de nombreuse études
suessives [25, 26, 27, 28, 29℄. Il a été onstaté que l'eet de la frustration Coulombienne
avait tendane à modier de manière signiative la thermodynamique des noyaux. Cela
se manifeste par un abaissement du point ritique et une rédution de la zone de oexis-
tene. Dans e hapitre, nous développerons don un modèle de gaz sur réseau adapté au
ontexte astrophysique, que nous appellerons le modèle Ising-Star. Nous bâtirons dans
un premier temps notre modèle, tout en détaillant la onstrution du Hamiltonien total
du système dans le ontexte astrophysique, et nous hoisirons l'ensemble statistique dans
lequel nous travaillerons. Ensuite nous étudierons les eets de la frustration Coulombienne
en omparant nos résultats pour une matière d'étoile hargée à eux pour une matière neu-
tre. Nous illustrerons ette étude en exposant le diagramme de phases des deux systèmes.
Enn nous terminerons notre travail en eetuant des aluls de nite size saling an
d'extraire des informations sur l'existene d'un point ritique pour la matière d'étoile.
2.2 Le modèle Ising-Star.
2.2.1 Le modèle de gaz sur réseau dans un ontexte astrophysique.
Les éores des étoiles et proto-étoiles à neutrons sont essentiellement onstituées de
neutrons, de protons, et d'un gaz d'életrons ultrarelativiste dégénéré [14℄ neutralisant
la harge des protons. Le modèle de gaz sur réseau que nous allons développer, devra
tenir ompte des diérentes interations existantes entre les partiules onstituant le uide
nuléaire dans e ontexte astrophysique. Il onsiste à onsidérer un réseau ubique à trois
dimensions de volume V = L3. Chaque site i du réseau est aratérisé par son nombre
d'oupation ni. L'oupation est égale à 0 si le site est vide, ou égale à 1 si elui-i est
oupé. Etant donné que nous nous intéressons uniquement à l'inuene de la frustration
Coulombienne sur la phénoménologie des transitions de phases, nous négligerons les eets
liés à l'isospin, et nous ne distinguerons don pas les protons et les neutrons. La matière
d'étoile étant un système inni, on peut dénir les densités de harge protonique ρp =
Z
L3
et
baryonique ρ = A
L3
tel que haque site sera ou non oupé par un quasi nuléon de harge
qp = ex, où e est la harge életronique, et x la fration protonique ave x =
ρp
ρ
= Z
A
. Nous
supposerons que le gaz d'életrons est distribué de manière homogène sur l'ensemble de la
matière d'étoile [14, 18℄. Par onséquent on peut répartir de manière uniforme la harge des
életrons sur haun des N sites du réseau, de tel sorte que qe = −ZeN sera la harge liée aux
életrons sur haun des sites du réseau. Chaque site i possédera alors une harge qi = ni−PN
j nj
N
inluant la harge du nuléon ainsi que elle de la harge uniformément déloalisée
des életrons. La neutralité en harge doit être stritement respetée sur toute portion
marosopique de la matière d'étoile [3℄, et ei an d'éviter une divergene de l'énergie
Coulombienne. Globalement le réseau est neutre de harge tel que
∑N
i=1 qi = 0, mais
loalement la harge peut utuer dans des sous-domaines du réseau. Il en déoule que nous
devrons uniquement onsidérer l'interation nuléaire entre les nuléons, et l'interation
Coulombienne nuléon-nuléon, életron-nuléon, et életron-életron. Le Hamiltonien total
de notre système s'érira sous la forme suivante :
H
Total
= H
Cin
+H
Int
(2.1)
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où H
Cin
est le Hamiltonien d'énergie inétique et H
Int
le Hamilonien d'interation, omposé
d'une partie nuléaire et d'une partie Coulombienne :
H
Int
= Hn +HC (2.2)
Nous expliiterons par la suite plus en détail le Hamiltonien d'interation. On peut don
érire la fontion de partition total du système dans l'ensemble anonique :
Z
Total
=
N∑
i=1
∑
ni=0,1
∫ +∞
−∞
. . .
∫ +∞
−∞
d~p3A exp (−β (E
Cin
+ E
Int
)) (2.3)
où β est l'inverse de la température. Etant donné que le Hamiltonien d'énergie inétique
agit uniquement dans l'espae des impulsions et que le Hamiltonien d'interation dans elui
des positions, la fontion de partition total peut être fatorisée omme un produit d'une
fontion de partition ontenant les informations liées à la dynamique de notre système et
d'une autre ontenant elles liées à l'interation :
Z
Total
= Z
Cin
Z
Int
(2.4)
On peut ainsi donner l'expression de la valeur moyenne d'une observable < Ak >Total :
< Ak >Total = −∂ log (ZTotal)
∂λk
= −∂ log (ZCin)
∂λk
− ∂ log (ZInt)
∂λk
= < Ak >Cin + < Ak >Int (2.5)
où λk est le paramètre de Lagrange assoié à l'observable. La fontion de partition orre-
spondant à la partie inétique peut être à son tour fatorisée, ar elle ne ontient auun
terme de ouplage entre les nuléons et les életrons :
Z
Cin
= Zn
Cin
Ze
−
Cin
(2.6)
e qui se traduit par l'additivité des dérivées des logarithmes des fontions de partitions si
l'on herhe à onnaître la valeur moyenne de l'observable < Ak >Cin tel que :
< Ak >Cin = −∂ log (ZCin)
∂λk
= −∂ log (Z
n
Cin
)
∂λk
−
∂ log
(
Ze
−
Cin
)
∂λk
= < Ak >
n
Cin
+ < Ak >
e−
Cin
(2.7)
On remarque que la partie inétique ontribue uniquement à ajouter un terme qui or-
respond exatement à la phénoménologie du gaz parfait pour les nuléons et elle d'un
gaz de fermion ultrarelativiste et dégénéré pour les életrons. La thermodynamique de
es deux gaz libres étant bien onnue, la fontion de partition assoié ne présente pas
de non-analyité et n'a pas d'inuene sur la phénoménologie des transitions de phases.
Nous pouvons don nous aranhir du Hamiltonien d'énergie inétique. Etant exlusive-
ment intéressés par les transitions de phases de la matière d'étoile, nous nous limiterons
par la suite à prendre en ompte uniquement le Hamiltonien d'interation, omme étant
égal au Hamiltonien total. Nous allons maintenant nous onsarer à la onstrution des
Hamiltoniens d'interation nuléaire et Coulombienne.
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2.2.2 Implémentation de l'interation nuléaire.
Comme nous l'avons énoné lors de l'introdution de e hapitre, l'interation nuléaire
est une interation de ourte portée à oeur dur qui est assoiée à un système appartenant
à la lasse d'universalité d'Ising. Si l'on est uniquement intéressé aux propriétés ritiques
de la matière d'étoile, elle peut être approximée à l'aide du Hamiltonien d'Ising tel que :
Hn = −ǫ
∑
<i,j>
ninj (2.8)
où la somme porte sur les plus prohes voisins, tout en respetant les onditions aux limites
périodiques an de s'aranhir des eets de bords de la boite. Si le réseau est susamment
étendu, on reproduira ainsi ave une bonne approximation un blo de matière nuléaire
innie. La onstante d'interation nuléaire ǫ peut être hoisie de telle sorte à reproduire les
ordres de grandeur pour les énergies, qui sont omparables à eux de la physique nuléaire.
En onsidérant que lorsque tous les N sites du réseau sont oupés, on doit retrouver
l'énergie de saturation de la matière nuléaire :
− ǫ
N
∑
<i,j>
= −3ǫ = −16.5MeV (2.9)
Cei impose pour l'ensemble de nos aluls la valeur ǫ = 5.5MeV .
2.2.3 Implémentation de l'interation Coulombienne.
L'implémentation de l'interation Coulombienne dans le adre de notre modèle est as-
sez déliate. En eet le prinipe de base est d'utiliser un réseau de taille nie, alors que
la matière d'étoile que nous souhaitons modéliser est innie, et l'interation Coulombi-
enne entre les partiules hargées est de portée innie. L'implémentation de l'interation
Coulombienne dans le modèle Ising-Star, onsiste dans un premier temps à répliquer de
manière uniforme le réseau selon les trois diretions de l'espae an de reproduire une
matière nuléaire innie, et ensuite à aluler toutes les interations possibles entre les
partiules la onstituant. Notre tehnique est équivalente à la méthode de sommation d'E-
wald ouramment utilisée en physique de la matière ondensée [30, 31℄. Si l'on réplique le
réseau prinipal M fois, on peut érire simplement l'expression de l'énergie d'interation
Coulombienne par réseau :
HC =
κ
2M
NM∑
i6=j
qiqj
rij
(2.10)
où κ = α~cρ
1/3
0 x
2
est la onstante d'interation Coulombienne dépendant de la fration
protonique x et de la densité de saturation nuléaire ρ0. La densité de saturation est ii
imposée an de xer le pas du réseau de tel sorte à retrouver les propriétés de saturation de
la matière nuléaire lorsque le réseau est entièrement rempli. En hoisissant ρ0 = 0.16fm
−3
la distane entre deux sites prohes voisins sera donnée par r0 = ρ
−1/3
0 = 1.842fm. Sahant
que l'on a utilisé l'approximation de réseaux répliqués et identiques, il en sera de même
pour haune des harges onstituants les réseaux répliqués tel que :
qi = qi+~nL (2.11)
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On peut ainsi approximer l'équation (2.10) par :
HC ≈
κ
2M
N∑
i=1
N∑
j=1
M∑
~n
qiqj
|~rij + ~nL| (2.12)
et l'on peut shématiquement représenter le modèle par la gure suivante :
j
jHjHjH
jH
jHjH
jH
jH
l
iο
iο
iο
iοiο
iο
iο
iο
i
r
ij H
r ij
ri οj H
Fig. 2.1  Représentation shématique du réseau prinipal uniformément répliqué dans
l'espae à deux dimensions où i0 = i+ ~nL et j∗ = j + ~nL.
L'expression du Hamiltonien d'interation Coulombienne (2.12) néessite d'être manip-
ulée, an d'eetuer des aluls numériques. On peut la ré-érire omme un produit des
nombres d'oupations par un élément de matrie où :
HC =
κ
2
N∑
i=1
N∑
j=1
ninjCij (2.13)
Les éléments de matries Cij représentent un potentiel d'interation Coulombienne renor-
malisé entre deux nuléons du réseau, et ils seront tabulés une fois pour toutes avant tout
alul Monte-Carlo. Ils tiennent ompte de l'érantage du aux interations ave les éle-
trons, ainsi que elles existantes ave les partiules appartenant aux réseaux répliqués. Le
potentiel d'interation Coulombienne renormalisé est donné par :
Cij = lim
M→∞
1
M
M∑
~n
(
1
|~rij + ~nL| −
1
N
N∑
k=1
(
1
|~rik + ~nL| +
1
|~rjk + ~nL|
)
+
1
N2
N∑
k=1
N∑
l=1
1
|~rkl + ~nL|
)
(2.14)
où le premier terme traduit l'interation Coulombienne entre les nuléons, le seond elle
entre les nuléons et les életrons, et le dernier elle entre les életrons. La somme sur ~n
spéie que l'on répliqueM fois le réseau uniformément selon les trois diretions de l'espae.
Nous avons démontré [32℄ à l'aide de développements multipolaires, que pour une distane
rij donnée, la onstante d'interation onverge très vite vers une valeur nie. Une dizaine
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de répliques dans haune des trois diretions de l'espae sut amplement an d'obtenir
une exellente onvergene et ei pour des boites ayant un volume supérieur ou égale à
N = 53. On peut également remarquer que es éléments de matrie sont symétriques :
Cij = Cji (2.15)
et que si l'ensemble du réseau est entièrement oupé, haque nuléon verra sa propre
harge érantée par elle de la harge életronique répartie sur le même site. Dans e as
d'oupation omplète, loalement on aura sur haun des sites i du réseau une harge
nulle, ainsi qu'une suppression globale de l'interation Coulombienne qui se reète par une
autre propriété des éléments de matries Cij où :
N∑
i=1
Cij = 0 (2.16)
qui traduit la neutralité globale du système. La ondition de périodiité doit être également
respetée an de s'aranhir des eets de bords de la boite. On peut réérire la onstante
de ouplage Cij sous une forme plus ompate [32℄ :
Cij = lim
M→∞
1
M
M∑
~n
(
1
|~rij + ~nL|∗ −
1
N
N∑
k 6=0
1
|~r0k + ~nL|∗
)
(2.17)
où l'astérisque indique que le réseau a la topologie d'un réseau à bords périodiques. Cei
orrespond à redénir la selon la ondition suivante :
∆xij = Min(|xij|, L− |xij |) (2.18)
pour haque diretion de l'espae. La distane totale s'érit :
rij =
√
∆x2ij +∆y
2
ij +∆z
2
ij (2.19)
Nous pouvons observer que la propriété d'invariane par translation et respetée ave la
dénition (2.19) : l'interation Coulombienne entre deux sites ne dépend que de la distane
qui les sépare.
En traçant le potentiel Coulombien renormalisé (2.2.3), on peut onstater qu'il a une
forme quasi en 1/r. Le terme d'auto-interation pour les distanes nulles est physique, et
provient de l'interation d'une partiule ave ses propres répliques. Notre méthode perme-
ttrait une implémentation exate de l'interation Coulombienne pour la matière d'étoile
tout en s'aranhissant des eets de bords du réseau, si la distribution de la matière était
véritablement périodique. Cei reste évidemment une approximation dans le sens où la
longueur de orrélation sera restreinte par la dimension linéaire du réseau. Nous revien-
drons sur ette approximation à la n du hapitre. Après avoir formulé les expressions des
Hamiltoniens d'interation nuléaire et Coulombienne, nous allons maintenant étudier les
relations d'équivalene entre le modèle d'Ising et le modèle Ising-Star.
2.2.4 Isomorphisme ave le modèle d'Ising.
Une des propriétés remarquables du modèle de gaz sur réseau, et plus partiulièrement
elle de notre modèle dans e ontexte astrophysique, est elle d'isomorphisme ave le
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Fig. 2.2  Représentation de la matrie Cij alulée pour 10 répliques, en fontion des
distanes disrètes rij aessibles sur un réseau V = 5
3
.
modèle d'Ising. En eet on peut retraduire la variable nombre d'oupation ni d'un site i
donné en terme de spin si = ±12 où la onnexion entre es deux variable est simplement
donnée par :
ni = si +
1
2
(2.20)
On aura don une orientation up du spin si le site est oupé, et une orientation down
si elui-i est vide. On peut ainsi rérire l'ensemble des observables de notre système dans
l'espae des spins. Une des quantité les plus intéressantes à regarder dans et espae, est
la quantité H
Total
− µA, qui va nous donner la valeur du potentiel himique µ à imposer
si l'on souhaite étudier la ritiité du système. En utilisant les propriétés des éléments de
matrie Cij régis par les équations (2.15) et (2.16), on peut la réérire tel que :
H
Total
− µA = −ǫ
∑
<i,j>
sisj +
κ
2
N∑
i=1
N∑
j=1
Cijsisj − (3ǫ+ µ)
N∑
i=1
si − N
2
(
3
2
ǫ+ µ
)
(2.21)
et par identiation, notre modèle est équivalent à un système magnétique en interation
à ourte et longue portée, soumi à un hamp magnétique externe B = (3ǫ+ µ). On peut
réexprimer l'équation préédente omme :
H
Total
− µA = H
Ising
+H
Coul
− B.M+ C (2.22)
oùM =∑Ni=1 si est l'aimantation du système, et C une onstante. Le modèle d'Ising a pour
paramètre d'ordre l'aimantation Mqui doit s'annuler au point ritique. L'isomorphisme
(2.21) montre que pour le modèle de gaz sur réseau, le paramètre d'ordre est la densité
ρ = (M/N + 1/2). Si l'on souhaite étudier la possibilité d'avoir un point ritique ave
le modèle Ising-Star, il faudra travailler en hamp magnétique externe nul (ou en xant
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ρ = 1/2), 'est à dire que notre potentiel himique ritique devra respeter la relation
µc = −3ǫ.
Le modèle Ising-Star peut être onneté au modèle ferromagnétique frustré par un
terme d'interation Coulombienne [33, 34℄, et qui est dérit par le Hamiltonien suivant :
H
Fe
= −ǫ
∑
<i,j>
sisj +
κ
2M
NM∑
i6=j
sisj
rij
(2.23)
En imposant la ondition µ = µc, la liaison entre les deux modèles est donnée par :
H
Total
− µcA = HFe − κ
2r¯
M2 +N 3ǫ
4
(2.24)
où
1
r¯
= lim
M→∞
1
M
M∑
~n
1
N
N∑
k 6=0
1
| ~r0k + ~nL|∗ (2.25)
Dans le as où l'on ne onsidère qu'une interation entre prohe voisins, l'isomorphisme
entre le modèle de gaz sur réseau dans l'ensemble grand anonique et le modèle d'Ising
est parfaitement respeté [24℄. Si l'on revient au as des systèmes hargés donnée par
l'équation (2.24), on remarque que l'isomorphisme entre le modèle Ising-Star et le modèle
ferromagnétique frustré est uniquement respeté si l'on impose la ontrainteM = 0. Cette
ontrainte ne orrespond pas à la thermodynamique de l'éore de la proto-étoile, ar
ette dernière est dérite pour des très faibles densités telles que typiquement ρ < 1/2,
'est à dire pour une aimantation preferentiellement négative. Toute fois si l'on travaille
dans l'ensemble grand-anonique on obtiendra toute une distribution de M, et on pourra
par éhantillonnage onsidérer la réponse physique qui nous intéresse. Finalement il faut
remarquer que la présene du terme non-linéaireM2 va aeter diretement la ourbure de
la distribution du paramètre d'ordre, et don modier les propriétés des phases du modèle
Ising-Star qui est déni pour tout M par rapport au modèle ferromagnétique frustré qui
n'est déni que pourM = 0. En eet il est bien onnu que le fait d'imposer une ontrainte
sur le paramètre d'ordre peut modier statistiquement la thermodynamique du système
[35℄, et don a priori nous nous attendons pas dans le modèle Ising-Star à retrouver le
même diagramme de phase que dans les travaux des référenes [33, 34℄.
2.2.5 Le modèle Ising Star à température nie.
L'ensemble multi-grand-anonique.
L'ensemble statistique dans lequel nous allons eetuer nos aluls doit être judiieuse-
ment hoisi, et tout partiulièrement si l'on souhaite remonter à l'intégralité du diagramme
des phases de la matière d'étoile. La meilleure possibilité est d'obtenir des spetres en den-
sité à diérentes températures. L'ensemble statistique permettant de proéder à e genre
d'étude est l'ensemble grand anonique, où la probabilité d'avoir un état mirosopique
(n) donné est dénie par :
P (n)
(
β, µ, E(n), A(n), V
)
=
exp
(−β (E(n) − µA(n)))
Z (β, µ, V )
(2.26)
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où
Z (β, µ) =
∫
W (E,A, V ) exp (−β (E − µA)) dEdA (2.27)
où E et A =
∑N
i=1 ni étant respetivement l'énergie et le nombre de nuléons dénissant
l'état mirosopique, W (E,A, V ) la densité des états, et Z (β, µ) la grande fontion de
partition du système. Si l'on herhe à étudier l'inuene de la frustration Coulombienne
sur la thermodynamique de la matière d'étoile, on peut étendre l'ensemble grand-anonique
vers l'ensemble multi-grand-anonique [24, 27℄. Le prinipe de base est d'attribuer à
haune des deux observables En et EC , les paramètres de Lagrange βn et βC qui leur
seront respetivement assoiés. On peut ainsi réérire la probabilité dans et ensemble
telle que :
P (n)
(
βn, βC , µ, E
(n)
n , E
(n)
C , A
(n)
)
=
exp
(
−βn
(
E
(n)
n − µA(n)
)
− βCE(n)C
)
Z (βn, βC , µ)
(2.28)
où
Z (βn, βC , µ) =
∫
W (En, EC , A, V ) exp (−βn (En − µA)− βCEC) dEndECdA (2.29)
En faisant varier es deux paramètres de Lagrange, on teste indépendamment l'inten-
sité de haune des deux interations sur la thermodynamique de notre système. En e
qui onerne l'interation Coulombienne, l'ensemble des aluls va être eetué à fration
protonique onstante x = 1/3, e qui onstitue une valeur typique pour les proto-étoiles
à neutrons. Néanmoins lors du proessus d'évolution de la proto-étoile, la fration pro-
tonique est un paramètre dynamique qui évolue en fontion du temps. Le fait de faire
varier le paramètre de Lagrange βC est équivalente à faire varier la fration protonique,
ar l'on peut redénir à tout moment un nouveau paramètre de Lagrange β ′C = xβC . La
modiation du paramètre de Lagrange assoié à l'interation Coulombienne est don une
mesure de la variation de la fration protonique. On peut remarquer que lorsque l'on on-
traint la ondition βn = βC , on retrouve l'ensemble grand anonique usuel pour la fration
protonique standard imposée à x = 1/3. Il en est de même lorsque l'on impose βC = 0. Le
as de la matière nuléaire ordinaire (non hargée) est examiné par ette dernière ondition.
Réalisation numérique du modèle : l'algorithme de Metropolis.
An de générer orretement l'ensemble des événements onstituant l'ensemble statis-
tique, l'ensemble des diérentes ongurations du modèle de gaz sur réseau sont obtenues
par des aluls de type Monte-Carlo. L'algorithme utilisé est elui de Metropolis [36℄. Le
prinipe de la méthode est de partir d'une onguration (1) donnée. Ensuite nous séle-
tionnons aléatoirement un site i du réseau, et on lui hange son nombre d'oupation.
On obtient ainsi une nouvelle onguration (2) où les variations de l'énergie totale et du
nombre de partiules par rapport à la onguration (1) seront données par :
∆E
(1,2)
Total
= E
(2)
Total
−E(1)
Total
(2.30)
∆A(1,2) = A(2) − A(1) (2.31)
Dans le as où la variation de la quantité ∆E
(1,2)
Total
−µ∆A(1,2) est négative, la onguration
(2) sera onservée. Dans le as ontraire, on alulera le rapport des probabilités des deux
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miro états λ(1,2) = P
(2)
P (1)
, que l'on omparera à un nombre aléatoire tiré entre 0 et 1. Si
λ(1,2) est supérieur à e nombre, alors la onguration (2) sera onservée, et rejetée dans le
as ontraire. On peut don exprimer les deux quantités qui nous intéressent, 'est à dire
la variation de l'énergie totale lorsque l'on passe de la onguration (1) à la onguration
(2) :
∆E
(1,2)
Total
= ∆E(1,2)n +∆E
(1,2)
C (2.32)
ainsi que le rapport des probabilités :
λ(1,2) = exp
(
−βn(∆E(1,2)n −∆A(1,2))− βC∆E(1,2)C
)
(2.33)
La variation du nombre de partiules du réseau est égale à la variation du nombre d'ou-
pation du site i que l'on a aléatoirement hoisi sur le réseau :
∆A(1,2) = ∆ni (2.34)
Cette quantité sera égale à +1 si une partiule est ajoutée, 0 si une partiule est déplaée
et égale à -1 si une partiule est éliminée. On peut également donner les expressions de la
variation de l'énergie nuléaire qui est simplement régie par :
∆E(1,2)n = −ǫ∆ni
∑
<k>i
nk (2.35)
où la somme sur k porte sur les sites prohes voisins du site i, ainsi que elle de l'énergie
Coulombienne :
∆E
(1,2)
C = E
(2)
C − E(1)C
=
κ
2
[
n
(2)
i
(
N∑
j 6=i
njCij + n
(2)
i Cii
)
− n(1)i
(
N∑
j 6=i
njCij + n
(1)
i Cii
)]
=
κ
2
∆ni
(
N∑
j 6=i
njCij + Cii
)
(2.36)
Pour haque ouple de température (βn, βC) donné, le réseau est initialisé de manière aléa-
toire, et l'algorithme de Metropolis est ensuite itéré un très grand nombre de fois an de
thermaliser le système. Cette ondition de thermalisation est observée lorsque l'on atteint
la onvergene de la valeur moyenne de toutes les observables, tel que l'énergie d'inter-
ation nuléaire et Coulombienne. Une fois les premiers tirages préliminaires eetués,
on peut ommener à omptabiliser l'ensemble des événements. Néanmoins une très forte
orrélation existe entre les évènements (1) et (2) ar ils ne diérent que par l'oupa-
tion d'un site, et ei peut biaiser de manière signiative l'ensemble des tirages. Pour
éliminer es orrélations spurieuses, seul un événement parmi m aeptés par l'algorithme
Metropolis est utilisé pour le alul des observables. An d'estimer le nombre d'itérations
m néessaire, entre deux événements non orrélés, il est néessaire de aluler la fontion
d'autoorrelation [24℄ dénie par :
f (m) =
N∑
(n)
(
E
(n)
Total
− 〈E
Total
〉
)(
E
(n+m)
Total
− 〈E
Total
〉
)
N
(2.37)
2.3. PROPRIÉTÉS THERMODYNAMIQUES DE LA MATIÈRE D'ÉTOILE. 23
où m est le nombre d'itérations séparant deux événements et 〈E
Total
〉 la valeur moyenne de
l'énergie totale. La fontion de orrélation doit être négligeable en l'absene de orrélations.
An de valider notre modèle, le test de thermalisation et le test de déorrélation devront
être eetués, à haque fois que nous hangerons la taille du réseau ou la température
du système. Pour donner des ordres de grandeur, lorsque l'on eetue des aluls ave
un réseau de volume V = 103, et pour des températures supérieures ou égales à 2MeV,
la thermalisation requiert environ 500000 itérations, et 5000 tirages sont néessaires pour
onsidérer que deux évènements sont indépendants.
2.3 Propriétés thermodynamiques de la matière d'étoile
dans le modèle Ising-Star.
2.3.1 Diagramme des phases pour une matière neutre et une matière
d'étoile hargée.
La thermodynamique du modèle d'Ising orrespondant à la matière d'étoile neutre en
harge est très bien onnue. Le but de e travaille est d'étudier l'inuene de l'interation
Coulombienne sur ette thermodynamique. La première étude que nous pouvons mener,
est d'aéder au diagramme des phases [39, 40℄ aussi bien pour une matière d'étoile neutre
en harge que pour une matière d'étoile hargée. Ce dernier est aessible dans l'espae
(βn,βC) en regardant la distribution du nombre de partiules dans l'ensemble multi-grand-
anonique ave le potentiel himique µ = µC . Le alul onsiste à extraire ette fontion de
distribution à l'aide de l'algorithme de Metropolis en faisant varier βn pour diérents βC
xés. Commençons par le as le plus simple, 'est à dire par le système neutre en harge
où βC = 0. Il s'agit du as Ising bien onnu dans la littérature, dont le diagramme des
phases est représenté sur la gure (2.3) en ligne tiretée. Cette dernière n'est rien d'autre
que le maximum de la fontion de distribution de partiules, et qui orrespond à la valeur
la plus probable de la densité pour la ontrainte xée à la limite thermodynamique [41℄.
Pour les basses températures, 'est à dire pour un grand βn, le système est aratérisé
par la oexistene de deux phases, représentées par deux pis de même amplitude dans la
distribution des événements. L'un représentant la phase gaz pour les basses densités, et
l'autre la phase liquide pour les plus hautes densités. Cette oexistene de type liquide-gaz
se termine par un point ritique du seond ordre (g(2.3) point 2). Nous onrmerons par
la suite les propriétés de ritiité de e point transition à l'aide d'une étude de nite size
saling. Au delà de e point de transition, nous avons une phase uide donnée par un unique
pi, où l'on ne distingue plus le liquide et le gaz. On peut rééditer le même alul pour
la matière d'étoile hargée en augmentant progressivement la valeur de βC . On onstate
que la phénoménologie est similaire lorsque l'on ompare notre système hargé au système
neutre. Néanmoins on remarque que le point de transition (g(2.3) point 4) roit lorsque
l'on augmente βC et il nous est impossible pour l'instant de déterminer si il s'agit d'un point
ritique ou non. Cette augmentation du point de transition ave βC est un résultat opposé
à elui qui a été obtenu pour de nombreux systèmes frustrées par interation Coulombienne
[25, 26, 27, 28, 29℄. L'un des exemples est elui du modèle d'Ising frustré utilisé pour les
noyaux atomiques, où la zone de oexistene a tendane à être réduite [24℄.
Toutefois dans auun des systèmes étudiés la harge des partiules est éranté par un
fond homogène de signe opposé, omme il est le as dans la matière d'étoile. Un alul de
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Fig. 2.3  Calul Metropolis pour un réseau de volume V = 103. Les lignes donnent les
maximas de la distribution du nombre de partiules pour haque température βn. (a) La
ligne tiretée représente la diagramme des phases pour le modèle d'Ising usuelle (βC = 0).
La ligne ontinue représente le système hargé, ave βC = 0.83ǫ qui orrespond à une
fration protonique typique x = 1/3. Les points (2) et (4) représentent respetivement les
températures limite pour βC = 0 et βC = βn. (b) Diagramme des phases dans l'ensemble
multianonique où l'inverse de la température limite βn est en une fontion de βC . Les
points (1) et (3) sont utilisés dans la gure (g(2.4))
RMF à température nulle [14℄ pour la matière d'étoile suggère au ontraire que la zone
de oexistene s'élargit si l'on tient ompte des eets de la frustration Coulombienne. Nos
aluls sont en aord qualitatif ave e résultat, dans le sens où l'on prédit une persis-
tane de et eet à température nie. Regardons maintenant l'inuene de la frustration
Coulombienne sur la ritiité de notre système.
2.3.2 Étude de la ritiité de la matière d'étoile.
Étude dans le plan (En, Ec).
Nous allons voir que regarder l'ensemble des événements dans le plan (En, Ec) [39℄
va nous permettre de omprendre pourquoi ltempérature de transition augmente lorsque
l'on tient ompte de la frustration Coulombienne, et que l'on peut également obtenir une
première indiation du fait que le point limite n'est pas un point ritique. Considérons
dans un premier temps le système neutre, où l'observable EC ne représente pas une énergie
Coulombienne physique, mais elle mesure la ompaité du système. Cette dernière n'entre
pas en ompte dans la fontion de partition puisque l'on a onsidéré βC = 0 et les partitions
lustérisées ave une haute ontribution de l'observable EC pourront être explorées. En
partant d'un système sous ritique (point 1) où l'on distingue les deux phases pures, vers
un système ritique (g(2.4) point 2), on peut remarquer que l'on explore une très large
olletion d'événements dans le plan (En, Ec). Si l'on passe maintenant du système neutre
à la température de transition vers le système hargé (g(2.4) point 3) qui est exatement
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Fig. 2.4  Distribution de probabilité dans le plan (En, Ec) où les quatre points orrespon-
dent à eux loalisés dans la gure (2.3). Les aluls réalisés pour des réseaux de volume
V = 103 et V = 203 sont respetivement représentés par les points et les traits ontinus.
Les points (1) et (3) représentent la distribution bimodale en dessous du point de tran-
sition. Les points (2) et (4) représentent la phase mixte à la température limite, où l'on
observe l'existene d'un phénomène ritique au point (2) et son absene au point (4).
à la même température tout en imposant βC = βn, on retrouve les deux phases pures,
où l'énergie Coulombienne tend à être minimale tandis que pour les densités prohes de
ρ/ρ0 = 0.5 elle est plus élevée. La harge des nuléons est exatement ompensée par
elle des életrons si la distribution des nuléons est homogène, 'est à dire dans les phases
pures. De telles phases sont don favorisées si βC 6= 0. Le retardement du point de transition
(point 4) est entièrement dû à l'érantage des életrons. Cet eet est observé ar nous avons
imposé un fond d'életrons uniforme, 'est à dire que nous avons onsidéré une polarisation
négligeable des életrons par les nuléons. A l'aide de e diagramme on peut également
distinguer la suppression de ritiité pour le système hargé. Commençons d'abord par
relier la fontion de orrélation σ à la densité d'énergie Coulombienne. A la limite ontinue
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nous pouvons érire :〈
EC
V
〉
∝ κ
2V
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
σ(|~r − ~r′|)
|~r − ~r′| d~rd
~r′ ∝ 2πκ
∫ ∞
0
σ(r)rdr (2.38)
ave
σ(|~ri − ~rj |) = 〈δniδnj〉
= 〈ninj〉 − 〈ni〉 〈nj〉 (2.39)
et l'on prendra pour notation dans la suite de l'exposé σ(|~ri − ~rj |) = σi,j. Au voisinage
d'un point ritique, σ(r) admet la forme analytique suivante :
σ(r) ∝ exp (−r/ξ)
rD−2+η
(2.40)
où ξ est la longueur de orrélation, D la dimension de l'espae et η un exposant ritique
égale à 0.0375 pour le modèle d'Ising. Les phénomènes ritiques étant aratérisés par une
divergene des longueurs de orrélations, la fontion de orrélation tendra vers une on-
stante et par onséquent, la densité d'énergie Coulombienne divergera elle aussi à son tour.
Cei est parfaitement possible pour βC = 0, ar l'énergie Coulombienne EC ne rentre pas
dans le poids statistique. Étant donné que la divergene des longueurs de orrélation va
être limitée par la taille nie du réseau, il est néessaire d'eetuer e test pour diérentes
tailles an d'en appréier les eets. Si l'on revient au as du système neutre en harge,
la divergene de la densité d'énergie Coulombienne est onrmée lorsque l'on augmente la
taille du réseau, et nous sommes don bien en présene d'un phénomène ritique. Par ontre
si l'on onsidère le système hargé au point de transition, la densité d'énergie Coulombi-
enne onverge vers une onstante à la limite thermodynamique. Cela donne une première
indiation de la suppression de la ritiité du point de transition lorsque l'on tient ompte
de la frustration Coulombienne. Notre modèle semble don ne pas appartenir à la lasse
d'universalité d'Ising. Pour appuyer notre argumentation nous allons maintenant réaliser
des aluls de nite size saling [37, 38, 39, 40℄ an de onrmer e résultat.
Finite size saling.
Nous avons déjà remarqué qu'une véritable divergene de la longueur de orrélation
ne peut pas être atteinte ave la réalisation numérique de notre modèle. En eet, bien
que la méthode des répliques permet d'intégrer exatement l'interation Coulombienne en
éliminant tout eets de bord, la longueur de orrélation reste limitée par la dimension
linéaire nie du réseau. Dans ette ondition, l'étude de la ritiité passe néessairement
par une étude des lois d'éhelle ave des tehnique onnues dans la littérature sous le
nom de "`nite size saling". Nous allons montrer que le modèle Ising-Star omporte une
suppression des lois d'éhelle qui aratérisent tout point ritique. Une des première lois
d'éhelle [37, 38℄ qui peut être utilisée, est elle reliant la onvergene de la température
ritique à la taille du réseau :
|TC(L)− TC | ∝ L−1/ν (2.41)
où ν est un exposant ritique qui peut être également relié à la longueur de orrélation
par :
ξ(t) ∝ t−ν (2.42)
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ave t = T/TC − 1. Si l'on onsidère le système neutre, on retrouve la bonne valeur pour
et exposant ritique (g(2.5) point a) : ν = 0.66. Il en est de même pour la température
limite qui onverge vers la valeur nie TC = 1.128ǫ lorsque l'on augmente la taille du réseau.
Revenons maintenant au as de la matière hargée (g(2.5) point b), où la température
limite T
lim
= 1.201ǫ est atteinte quelle que soit la taille du réseau. Cela nous indique don
que l'exposant ν tend à être large. Nos résultats numériques sont ompatible ave ν =∞,
e qui implique que la longueur de orrélation est nie au point de transition.
On peut également dénir un ensemble de lois d'éhelles pour la suseptibilité magné-
tique [37, 38℄ χ =
∑
i,j σi,j/T ave :
L−γ/νχ ∝ (L1/ν |t|)−γ si ξ ≪ L, T ≥ T
lim
(L) (2.43)
où β et γ sont deux autres exposants ritiques. Cette lois tend vers une onstante indépen-
dante de la taille du réseau et de la température lorsque pour le point ritique on atteint
la limite ξ ≈ L. Pour les températures inférieures à la température limite, la suseptibilité
présente un saut entre les basses densités < n >
G
et les hautes densités < n >L où le
paramètre d'ordre ∆ρ =< n >L − < n >G varie ave une loi d'éhelle omme :
∆ρ ∝ |t|β (2.44)
ave laquelle on obtient une lois d'éhelle du premier ordre pour la sueptibilité donnée
par :
χ ∝ t2βLd (2.45)
où le paramètre d dénit une lois dite d 'hypersaling entre les exposants ν, β et γ selon :
d =
γ + 2β
ν
(2.46)
On peut nalement ondenser l'ensemble des lois d'éhelles pour la suseptibilité ave :
L−γ/νχ ∝


(L1/ν |t|)−γ si ξ ≪ L, T ≥ T
lim
(L)
(L1/ν |t|)2β si ξ ≪ L, T < T
lim
(L)
Constante si ξ ≈ L
(2.47)
En utilisant l'ensemble de es lois d'éhelles pour le système neutre, on retrouve les ex-
posants ritiques de la lasse d'universalité d'Ising (g(2.5) partie ()) 'est à dire β pour
T < T
lim
(L) et γ pour T ≥ T
lim
(L), ave l'exposant ritique ν xé qui a été déterminé
auparavant ave la loi d'éhelle sur la température limite (g(2.5) partie (a)). L'ensem-
ble de la méthode est onsistant. Nous onrmons également la relation d'hypersaling
γ = 3ν − 2β, ainsi que la onvergene des lois d'éhelle à la température limite vers une
unique onstante indépendante de la taille du réseau. Si l'on revient maintenant au as
du système hargé, on a trouvé préédemment que ν → ∞ (g(2.5) partie (b)), e qui
implique que γ/ν → 0, et l'on remarque que seuls les points ave une température très
grande devant la température limite onvergent vers une seule et unique droite (g(2.5)
partie (d)). Pour les températures inférieures à la température limite on a une dispersion
des droites dépendante de la taille des réseaux. Il en est de même à la température limite
où les lois d'éhelle onvergent vers une onstante dépendante de la taille du réseau.
Ces résultats démontrent lairement que la frustration Coulombienne supprime la rit-
iité à la température limite. Le modèle Ising-Star ne peut être répertorié dans la lasse d'u-
niversalité d'Ising et ela onrme l'ensemble de nos résultats établis dans le plan (En, EC).
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Fig. 2.5  Ensemble des aluls de Finite Size Saling pour le système neutre (partie de
gauhe) et pour un système hargé (partie de droite). Les parties (a) et (b) représentent
l'évolution de la température limite en fontion de la taille du réseau, ave un extrapolation
vers la limite thermodynamique. Les parties () et (d) orrespondent à l'étude des lois
d'éhelle sur la suseptibilité. On remarque une très bonne onsistane pour βC = 0 et une
nette violation lorsque βC = βn.
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2.4 Conlusions et perspetives onernant le modèle
Ising-Star.
Dans le adre de notre modèle Ising-Star, nous avons démontré que la frustration
Coulombienne a tendane à élargir la zone de oexistene liquide-gaz ave une augmenta-
tion de la température limite pour le point de transition. Ce résultat est en opposition au
as des systèmes nis tels les noyaux atomiques, e qui est entièrement dû à l'érantage des
életrons. Nous avons également démontré à l'aide d'une étude dans le plan (En, EC), ainsi
qu'ave des aluls de nite size saling que la ritiité du point limite était supprimée, et
que le modèle Ising-Star n'appartient à auune lasse d'universalité ar il n'admet pas de
point ritique. La suppression de la ritiité implique que l'opaité de la matière d'étoile
aux neutrinos est nie, et elle ne peut pas induire un piégeage omplet de es derniers
dans l'éore des proto-étoiles à neutrons [9℄. Il est également possible que la frustration
Coulombienne induise d'autre points de transitions à plus basse température et que l'on
retrouve les phases pastas. Nous n'avons malheureusement pas étudié l'existene de es
phases à plus basse température, ar les temps de thermalisation pour des températures
inférieures à quelques MeV roissent de manières assez signiatives. Il serait envisageable
de regarder ette partie du diagramme des phases en utilisant une méthode de parallel
tempering [42, 43℄ an d'aélérer la thermalisation pour les basses températures. Cette
méthode onsiste à faire des aluls de type Métropolis en eetuant des éhanges de
ongurations entre système à diérentes températures. Une des autres perspetives in-
téressantes serait de tenir ompte des eets liés à l'isospin sur le déplaement du point de
transition.
Il faut noter que l'ensemble des résultats obtenus ave le modèle Ising-Star est entière-
ment générique, et es résultats devraient ontinuer à être qualitativement valides pour un
Hamiltonien réaliste. Du point de vue quantitatif, seulement un modèle qui utiliseraient
des interations eetives optimisées sur la matière nuléaire et inlurait la nature fermion-
ique des nuléons, nous pourrions véritablement estimer de manière able l'augmentation
de la température limite, et la position des lignes de transitions de phase. Nous allons
maintenant essayer de onrmer le résultat Ising Star à l'aide du groupe de renormalisa-
tion. Nous essayerons par e biais de omprendre pourquoi et dans quelles onditions on
peut avoir une suppression des phénomènes ritiques lorsque l'on ombine des interations
à ourte et longue portée.
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Chapitre 3
Utilisation de la méthode du groupe de
renormalisation pour étudier la ritiité
d'un système de spins interagissant à
l'aide d'une interation de portée
innie.
3.1 Introdution.
Dans le hapitre préédent, nous avons donné plusieurs arguments pour montrer que
la température limite de la transition de phase du modèle Ising-star ne orrespond pas
à un point ritique. Les mêmes onlusions sont obtenues dans la référene [33, 34℄ pour
un modèle similaire, où les auteurs montrent que le point limite orrespond à une transi-
tion du première ordre. Ce résultat implique en partiulier que la longueur de orrélation
est nie, pour toute valeur de température de la matière d'étoile, et par onséquent le
phénomène d'interation ohérente entre les neutrinos. La matière ne peut pas avoir une
grande inuene sur l'opaité des neutrinos tout au moins en e qui onerne les ollisions
élastiques [7, 8, 9, 10℄. Il s'agit d'un résultat important, et il est essentiel de s'assurer qu'il ne
dépend pas du modèle utilisé pour modéliser la matière d'étoile. En partiulier dans notre
analyse Ising-star, l'hypothèse lé néessaire à l'obtention de e résultat était l'absene de
polarisation du gaz d'életrons, que nous avons modélisé omme un fond homogène. Une
polarisation du gaz d'életrons agirait omme un érantage partiel de l'interation Coulom-
bienne entre protons, e qui peut être équivalent à un hangement de la portée eetive de
l'interation Coulombienne. Il serait don très intéressant de disposer d'un outil théorique
permettant d'étudier l'existene de point ritique, en fontion de la présene de fores frus-
trantes de diérente portée. L'objetif de e hapitre, malheureusement pas entièrement
ahevé par manque de temps, est de fournir un tel outil à l'aide de la méthode du groupe
de renormalisation appliquée à un système de spins en interation.
Si l'on part initialement d'un système de spins interagissant uniquement ave leurs
prohes voisins, à la température ritique TC , le système présente des propriétés remar-
quables, dont l'une des prinipales est la divergene des longueurs de orrélation, si bien
qu'un spin donné ressentira l'inuene de tous les spins du réseau. Cette divergene des
longueurs de orrélation se traduit également par une propriété d'invariane d'éhelle du
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système, 'est à dire que si l'on eetue progressivement des photographies suessives, et
ei à des résolutions diérentes, le système onservera les mêmes aratéristiques. Pour
une telle situation la tehnique du groupe de renormalisation onsiste à réduire le nombre
de spins en interation en eetuant progressivement des transformations d'éhelle sues-
sives sur le système initial. On part don d'une éhelle donnée, à partir de laquelle on va
former des super-blos de spins, tout en déterminant les nouvelles onstantes de ouplage
de la nouvelle éhelle à partir de elles de l'anienne éhelle. Cei va onstituer une TGR
(Transformation du Groupe de Renormalisation), tehnique qui a été fortement utilisé
au ours des années 70, pour le as des systèmes de spins en interation à ourte portée
[44, 37, 45, 46, 47, 48, 49, 50℄. A la température ritique TC , la TGR vas se traduire math-
ématiquement par l'existene d'un point xe instable : il existe une éhelle donnée à partir
de laquelle les onstantes de ouplage ne sont plus modiées par une appliation suessive
de la TGR. Le but de e hapitre sera de proposer dans un premier temps, une TGR plus
générale qui s'applique aux systèmes de spins en interation à longue portée, et que nous
appellerons TGGR (Transformation Générale du Groupe de Renormalisation). L'idée sera
ensuite de l'appliquer au as pratique du modèle Ising Star [39, 40℄. Etant donné que e
dernier n'admet pas de point ritique, nous devrons onrmer que e elui-i ne vérie pas
l'équation du point xe sous une TGGR. Nous terminerons e hapitre en évoquant des
futures perspetives pouvant être appliquées à d'autres modèles plus généraux, an d'é-
tudier la possible inuene d'une polarisation du gaz d'életrons sur la thermodynamique
des étoiles à neutrons.
3.2 Transformation générale du groupe de renormalisa-
tion (TGGR).
Au ours de ette sous-partie nous allons présenter le formalisme de base de la TGGR.
Considérons un système de spins en interation, où la topologie, et la dimension du réseau
peuvent être quelonque. Le pas du réseau est égale à "L", et le Hamiltonien du système
est donné par :
H = −
∑
α,β
Jα,β
(∣∣∣~α− ~β∣∣∣)SαSβ (3.1)
où la somme ourt sur les sites du réseau, et nous avons fait l'hypothèse que l'interation
ne dépend que de la distane relative entre deux sites. La forme de l'interation Jα,β peut
être quelonque, et l'on peut aussi bien mélanger des interations de portée nie, que des
interation de portée innie. On peut aussi mélanger des interations ferromagnétiques
et anti-ferromagnétiques, ou ne onsidérer qu'une seule des deux. Nous prendrons pour
notation dans la suite de l'exposé que :
Cα,β = βJα,β (3.2)
où β est l'inverse de la température. L'idée du groupe de renormalisation est de former des
blos de spins α′, qui traduisent le hangement d'éhelle d'un fateur "L" où :
S ′α′ = R [Sα] (3.3)
et la valeur S ′α′ du super-blo est donnée par une règle qui est diérente selon la dimension
du spin Sα :
S ′α′ = max (fα′(S)) (3.4)
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ave
fα′(S) =
∑
α∈α′
δ (Sα − S) (3.5)
On peut remarquer que pour le as partiulier où haun des spins du réseau est égal à
Sα = ±1, alors la valeur du spin S ′α′ du super-blo sera égal au signe de la somme des spins
originels appartenant au super-blo α′, et les relations (3.4) et (3.5) se réérivent sous la
forme suivante :
S ′α′ = signe
(∑
α∈α′
Sα
)
(3.6)
Pour que la dénition du super-blo de spin (3.4) donne bien une valeur de spin, on réalisera
des super-blos uniquement à partir d'un nombre impair de spins, et ei pour les N
onf
ongurations possibles des spins initiaux :
N
onf
= NL
D
spin
(3.7)
où "D" est la dimension du réseau, N
sites
est le nombre de spins regroupés pour former un
super-blo :
N
sites
= LD (3.8)
N
spins
est le nombre de valeurs possibles du degré de liberté, qui est égal à 2 pour le as
partiulié d'un spin
1
2
qui nous intéresse. L'expression du ouplage renormalisé sera dénie
à partir des aniennes onstantes de ouplages de l'anienne éhelle par une transformation
d'éhelle qui peut s'érire :
C ′α′,β′ = R [Cα,β] (3.9)
L'enjeu essentiel de la proédure de renormalisation est de trouver les expressions de es
nouvelles onstantes de ouplage à la nouvelle éhelle. La ondition à respeter pour que
la transformation de renormalisation représente bien une diérente éhelle, et non une
perturbation du système physique, est que les aratéristiques thermodynamiques soient
invariantes par hangement d'éhelle. Cei est vérié si le logarithme de la fontion de
partition Z n'est pas aeté, et ei à une onstante près, par la TGGR, 'est à dire si :
Z =
∑
[S]
e−βH[S] ∝
∑
[S′]
e−β
′H′[S′]
(3.10)
où
∑
[S]
=
∏
α
N
spins∑
Sα
(3.11)
Si l'on onsidère un blo partiulier S ′α′ sa valeur est entièrement déterminée par la valeur
des spins qui le onstituent, mais l'inverse n'est pas vrai ar pour une même valeur du
blo, ils existent plusieurs ongurations possibles des spins à l'éhelle inférieure. Il en
sera de même pour l'expression des onstantes de ouplage, sauf pour le as partiulier
des points xes que nous expliquerons par la suite. Ce qui explique pourquoi le groupe
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de renormalisation n'est pas un vrai groupe, mais un semi-groupe : on ne peut eetuer
les transformation d'éhelle que dans un sens donné, 'est à dire des petites éhelles vers
les plus grandes. Si nous xons notre attention sur un super-blo quelonque α′, on peut
dénir la relation suivante :
N
spins∑
S′
α′
δ
(
S ′α′ − signe
(∑
α∈α′
Sα
))
= 1 (3.12)
et qui peut enore s'érire
∏
α′
N
spins∑
S′
α′
δ
(
S ′α′ − signe
(∑
α∈α′
Sα
))
= 1 (3.13)
ou aussi
∑
[S′]
δ
(
S ′α′ − signe
(∑
α∈α′
Sα
))
= 1 (3.14)
On peut deomposer le Hamiltonien total à l'anienne éhelle, par une somme de deux
Hamiltoniens tel que :
H [S] = H0[S] +HI[S] (3.15)
où H0 est la somme des interations entre spins appartenant à un même blo α
′
, et H
I
est
le Hamiltonien qui tient ompte des interations entre super-blos de spins de la nouvelle
éhelle. La fontion de partition assoiée à H0 peut être fatorisée sur les super-blos. En
eet les super-blos sont indépendants entre eux en e qui onerne H0 :
H0[S] =
∑
α′
hα
′
0 (3.16)
où l'opérateur hα
′
0 = −
∑
α,β∈α′ Jα,βSαSβ n'inlue que les interations à l'intérieur du super
blo α′, e qui implique que :
Z0 =
∑
[S]
exp (−βH0[S])
=
∏
α′
zα
′
0
= (zα
′
0 )
N/LD
(3.17)
où N est le nombre de spin initial, et la fontion de partition du super-blo α′ est donnée
par :
zα
′
0 =
∑
[S]′
exp
(
−βhα′0
)
(3.18)
où la somme
∑
[S]′ =
∏
α∈α′
∑N
spins
Sα
est restreinte au super-blo α′, 'est à dire elle or-
respondant à une somme sur les N
onf
ongurations. Étant donné qu'ils n'existent que
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N
spins
valeurs possibles pour haque spin Sα à toutes les éhelles de renormalisation, on
peut mettre en évidene dans la fontion de partition Z0, la somme sur toutes les partitions
orrespondantes à haque valeur du spin. En eet nous pouvons érire :
zα
′
0 =
N
spins∑
S′
zα
′
0 (S
′) (3.19)
ave
zα
′
0 (S
′) =
∑
[S]′
δ
(
S ′ − signe
(∑
α∈α′
Sα
))
exp
(
−βhα′0
)
(3.20)
et on peut aussi dénir pour le système total :
Z0(S
′) =
∏
α′
zα
′
0 (S
′)
= (zα
′
0 (S
′))N/L
D
(3.21)
Nous pouvons remarquer que dans le as général, la relation entre Z0 et Z0(S
′) est non-
triviale où :
Z0 =
∏
α′
zα
′
0
=
∏
α′
N
spins∑
S′
zα
′
0 (S
′)
6=
N
spins∑
S′
Z0(S
′) (3.22)
Toutefois dans le as partiulier d'une invariane du Hamiltonien hα
′
0 par rapport à la
diretion de l'aimantation du super-blo, omme notamment dans le as du modèle d'Ising
standard en l'absene de hamp magnétique, et aussi dans le as du modèle Ising-star,
alors Z0(S
′) = Z0(−S ′) et la quantité Z0(S ′) est eetivement une mesure de la fontion
de partition de H0 par :
Z0 = (Nspins)
N/LDZ0(S
′) (3.23)
L'expression (3.21) de Z0(S
′) ne omporte qu'une somme sur les interations entre les
spins qui onstituent un super blo α′, et ela peut être alulé en pratique de manière
analytique. Nous pouvons maintenant déterminer l'équation qui nous donne l'expression
du Hamiltonien renormalisé. En partant des équations (3.14), (3.15), et (3.21) on peut
érire l'expression suivante :
Z =
∑
[S]
e−βH[S]
=
∑
[S]
∑
[S′]
δ
(
S ′α − signe
(∑
α∈α′
Sα
))
e−βH0[S]e−βHI[S]
=
∑
[S′]
∑
[S] δ
(
S ′α − signe
(∑
α∈α′ Sα
))
e−βH0[S]e−βHI[S]∑
[S] δ
(
S ′α − signe
(∑
α∈α′ Sα
))
e−βH0[S]
Z0 (S
′)
=
∑
[S′]
〈
e−βHI[S]
〉
0
Z0 (S
′) (3.24)
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et par identiation on en déduit la relation formelle qui lie le nouvel Hamiltonien H ′[S ′]
à elui de l'anienne éhelle :
e−H
′[S′] =
〈
e−HI[S]
〉
0
Z0 (S
′) (3.25)
Cette expression ne peut être évaluée exatement. Une solution onsiste à développer ette
expression en umulants ([37, 46, 47, 48, 49, 50℄), et restreindre le développement aux
premiers ordes. Au premier ordre, remplae simplement la moyenne de l'exponentielle, par
l'exponentielle de la moyenne :
ln
(〈
e−HI[S]
〉
0
)
= −〈H
I
[S]〉0 +
1
2
(〈
H
I
[S]2
〉
0
− 〈H
I
[S]〉20
)− 1
6
(...)
≃ −〈H
I
[S]〉0 (3.26)
Pour les TGR appliquées au modèle d'Ising, de nombreuses études ont été réalisées à des
ordres supérieurs dans le but d'obtenir une meilleure estimation de la température ritique
[46, 47, 48, 49, 50℄. On peut mentionner que le fait d'augmenter l'ordre du développement
a pour onséquene de générer des ouplages à plus longue portée. La puissane des ordina-
teurs atuels permet d'obtenir des estimations de la température ritique bien plus préise
par méthode Montearlo [38℄, et le développement en umulants d'ordre supérieur n'a plus
le même intérêt que dans les année 70. Nous nous intéressons à la TGR an d'obtenir
des informations qualitatives (présene ou non de ritiité) sur les systèmes présentant
des interations à longue portées. Le développement au premier ordre est à e but su-
isant et ave notre approximation, nous pouvons maintenant déterminer les onstantes de
ouplages à la nouvelle éhelle. En eet l'équation (3.10) implique :
β ′H ′[S ′] = β 〈H
I
[S]〉0 (3.27)
et en onsidérant la dénition de H
I
, nous avons aussi :
C ′α′,β′S
′
α′S
′
β′ =
∑
α∈α′,β∈β′
Cα,β 〈SαSβ〉0 (3.28)
où la somme α et β est eetuée sur les spins qui onstituent les deux super blo α′ et β ′.
Nous avons ainsi N
sites
×N
sites
= L2D termes pour le membre de droite. Etant donné que la
valeur moyenne dans l'expression préédente ne s'eetue que sur un super-blo donné, et
que l'ensemble des spins Sα et Sβ appartient à deux blos diérents, on peut simplier son
ériture en expliitant la moyenne du produit des spins, omme le produit des moyennes :
C ′α′,β′S
′
α′S
′
β′ =
∑
α∈α′,β∈β′
Cα,β 〈Sα〉0 〈Sβ〉0 (3.29)
Il nous reste don à aluler la moyenne 〈S〉0 de la valeur d'un spin dans une portion
arbitraire du réseau. Une telle moyenne est dénie pour l'expression (3.29) par :
〈Sβ〉0 =
∑
[S] Sβδ
(
S ′α′ − signe
(∑
α∈α′ Sα
))
exp
(−βhα′0 )∑
[S] δ
(
S ′α′ − signe
(∑
α∈α′ Sα
))
exp
(−βhα′0 ) (3.30)
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où
∑
[S] =
∏
α′
∑
[S]′ , il vient don :
〈Sβ〉0 =
∑
β∈β′
∑N
spins
Sβ
Sβδ
(
S ′β′ − signe
(∑
β∈β′ Sβ
))
exp
(
−βhβ′0
)
∑
β∈β′
∑N
spins
Sβ
δ
(
S ′β′ − signe
(∑
β∈β′ Sβ
))
exp
(
−βhβ′0
)
=
∑
[S]′ Sβδ
(
S ′β′ − signe
(∑
β∈β′ Sβ
))
zβ
′
0 (S
′
β′)
(3.31)
'est à dire la moyenne de la valeur du spin restreinte à un super-blo en onsidérant
seulement les ongurations qui donnent la valeur du spin du super-blo. Cei orrespond
à la moyenne ave omme pondération la distribution qui orrespond à zα
′
0 (S
′
α′). A priori
nous ne onnaissons pas la valeur de S ′α′, don ette expression est utile si et seulement
si nous pouvons en donner une expression analytique valable pour toute valeur de S ′α′ , et
l'on peut en déduire que :
〈S〉0 = 〈m (β, L)〉S ′α′ (3.32)
où 〈m (β, L)〉 est la valeur moyenne de l'aimantation du super blo de spin onsidérée.
Son évaluation dépends en générale de la topologie du modèle hoisi ainsi que du nombre
de spins N
spins
onsidérés lorsque l'on forme un super blo. Il est en générale très diile
de dériver une expression analytique pour 〈m (β, L)〉, et seuls quelques rares as d'éole,
tels que le réseau triangulaire à deux dimensions permettent d'en déduire des expressions
simples. Dans les autres as, toutefois on pourra reourir à une évaluation numérique.
Il en déoule que l'équation (3.29) peut se réérire sous une forme plus transparente tel
que :
C ′α′,β′ = 〈m (β, L)〉2
∑
α∈α′,β∈β′
Cα,β (3.33)
où plus simplement omme :
C ′ = 〈m (β, L)〉2 L2D 〈C〉 (3.34)
où 〈C〉 est la moyenne arithmétique des onstantes de ouplages entre deux super-blos.
Ce qui onstitue la TGGR.
Cette proédure générale redonne, dans le as partiulier d'interations ferromagné-
tiques entre prohes voisins, des expressions onnues dans la littérature pour les points
ritiques. En eet, si seules les ouplages Cα,β entre sites prohes voisins sont non-nuls,
l'équation (3.34) doit être réérite omme :
C ′ = 〈m (β, L)〉2 N
voisins
C (3.35)
où N
voisins
est le nombre de spins prohes voisins existant entre deux super-blos. Pour le
as où les super-blos ont une topologie ubique, on aura N
voisins
= LD. Dans le adre de
la théorie du groupe de renormalisation, les points ritiques sont aratérisés par le fait
que dans es points, les ouplages après un nombre susant d'étapes de renormalisation
ne sont pas aetés par la TGR :
Cα,β(βC) = R [Cα,β(βC)] (3.36)
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e qui est onnu sous le nom de point xe de renormalisation [44, 37, 45, 46, 47, 48, 49,
50℄. En eet l'invariane des ouplages sous renormalisation traduit l'invariane d'éhelle
du système au point ritique. On obtient ainsi l'équation du point xe pour la TGGR
(interation de portée innie) :
| 〈m (βC , L)〉 | = 1
LD
(3.37)
ains que elle de la TGR (interation entre prohes voisins) :
| 〈m (βC , L)〉 | = 1
N
1/2
voisins
(3.38)
Ces deux dernières équations onstituent des lois d'éhelle pour l'aimantation d'un super-
blo de spin. On peut remarquer qu'à la limite thermodynamique dans les deux as l'aiman-
tation tend vers zéro, omme il est attendu étant donnée que l'aimantation représente le
paramètre d'ordre de la transition. Avant d'appliquer la TGGR au as du modèle Ising-
Star, nous allons tout d'abord revenir au as d'éole du réseau triangulaire en interation
à ourte portée, et ei an d'illustrer le formalisme préèdent.
3.3 Appliation de la TGR au as du réseau triangulaire
en interation à ourte portée.
Illustrons notre formalisme dans le as d'un réseau triangulaire à deux dimensions, et
onsidérons uniquement les interations entre premiers voisins. Si l'on hoisit de former des
super-blos de spins 1/2 à l'aide de 3 spins originels, on peut remarquer qu'à la nouvelle
éhelle les blos de spins forment eux-mêmes un réseau triangulaire. Le nouveau réseau
a juste tourné d'un angle de
π
6
par rapport au réseau de l'anienne éhelle, et le pas du
réseau a été multiplié par un fateur 3
1
2
. En utilisant la relation (3.8), on obtient la longueur
aratéristique qui va aratériser la TGR. On a don N
sites
= LD où N
sites
= 3, L = 3
1
2
, et
D = 2. On peut également déterminer l'ensemble de N
onf
= 23 ongurations possibles à
Fig. 3.1  Image du réseau triangulaire avant, et après la proédure de renormalisation.
l'intérieur d'un super-blo, ainsi que l'énergie intra-blos orrespondante H0[S]. Il y aura
don N
onf
/N
spin
= 4 ongurations orrespondant au super blo de spin S ′α′ = +1 et de
même pour le super blo de spin S ′α′ = −1. Cei est illustré dans le tableau (3.1).
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S1α S2α S3α S
′
α βH0
1 1 1 1 -3C1,0
-1 1 1 1 C1,0
1 -1 1 1 C1,0
1 1 -1 1 C1,0
-1 -1 -1 -1 -3C1,0
1 -1 -1 -1 C1,0
-1 1 -1 -1 C1,0
-1 -1 1 -1 C1,0
Tab. 3.1  Tableau réapitulant toutes les ongurations possibles d'un super blo de spin
dans le as du réseau triangulaire à deux dimensions. Pour haune de es ongurations,
on donne l'énergie d'interation intra-blo orrespondante, ainsi que la valeur du super
spin.
En utilisant la relations (3.18), il vient naturellement la fontion de partition à un blo
regie par :
zα0 = e
C1,0 + 3e−C1,0 (3.39)
et la fontion de partition Z0 :
Z0 =
(
eC1,0 + 3e−C1,0
)N
3
(3.40)
On en déduit de même à l'aide de la relation (3.31), la valeur moyenne des spins d'un blo
α′, qui dépende de la valeur du spin S ′α′ selon :
〈Sα∈α′〉 = 〈m (β, L)〉S ′α (3.41)
ave
〈m (β, L)〉 =
(
e3C1,0 + e−C1,0
e3C1,0 + 3e−C1,0
)
(3.42)
On peut don déterminer la relation qui donne les nouvelles onstantes de ouplages à la
nouvelle éhelle, dans l'approximation des umulants au premier ordre :
C ′1,0 =
(
e3C1,0 + e−C1,0
e3C1,0 + 3e−C1,0
)2
2C1,0 (3.43)
où N
voisins
= 2, ainsi que l'équation du point xe C1,0(βC) = C
∗
1,0, lorsque l'on se trouve à
la température ritique :
(
e3C
∗
1,0 + e−C
∗
1,0
e3C
∗
1,0 + 3e−C
∗
1,0
)2
=
1
2
(3.44)
ou aussi :
C∗1,0 =
1
4
ln
(
2
√
2 + 1
)
= βCJ (3.45)
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Après résolution, on en déduit que la température ritique est donnée par TC ≃
2.979 × J1,0, e qui onstitue un meilleur résultat que elui obtenu à l'aide de la théorie
de hamp moyen. En eet en hamp moyen on trouve TC ≃ 6× J1,0, alors que le résultat
exat d'Onsager pour le réseau triangulaire à deux dimensions donne TC ≃ 3.641 × J1,0
[45℄. Un développement au umulants au deuxième ordre permettrait de s'approher plus
préisément de la valeur exate de la température ritique. On trouve dans la littérature
[46, 47, 48℄ TC ≃ 3.585×J1,0 pour le développement au deuxième ordre. Nous allons main-
tenant appliquer la TGGR pour le modèle Ising-Star, et vérier numériquement que e
dernier n'admet pas de point xe.
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3.4 Appliation de la TGGR au modèle Ising Star.
Nous avons posé le formalisme de base, et illustré son appliation à l'aide du as d'éole
préédent. Nous allons maintenant onrmer notre résultat Ising Star à l'aide de la TGGR.
Étant donné que nous avons un réseau à trois dimensions, le plus petit blo de spin que
nous pouvons former sera onstitué de 27 spins, soit 227 ongurations possibles, e qui
onstitue un dénombrement impossible à réaliser, si l'on souhaite obtenir des solutions
analytiques omme pour le as préèdent. L'idée est don de tester numériquement la loi
d'éhelle (3.37) pour le modèle Ising Star. Ce test onsiste à aluler l'aimantation moyenne
à la température limite pour diérentes tailles de boite en utilisant seulement l'interation
H0. Cei en pratique néessite l'élimination des onditions aux bords périodiques ainsi que
des répliques. Si la loi (3.37) est violée, ela voudra dire que l'on n'a pas de point xe, et
don que le point terminal de la zone de oexistene n'est pas un point ritique. La gure
(3.2) montre lairement que la loi d'éhelle est violée dans le as du modèle Ising-Star. Il n'y
a don pas de point xe pour le modèle Ising-Star, et par onséquent pas de phénomènes
ritiques. Nous reonrmons don nos résultats de nite-size saling pour le modèle Ising
Star à l'aide du groupe de renormalisation.
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
L
-4
-3
-2
-1
0
1
Lo
g(<
m(
L,
β L
im
)>
)
Ising *
L-D
Fig. 3.2  Evolution du logarithme de 〈m (βC , L)〉 pour diérentes tailles de boite. Les er-
les pleins représentent le as du modèle Ising-Star, et les arrés pleins la loi d'éhelle (3.37).
On remarque que la loi d'éhelle est violée pour le modèle Ising-Star, et ela reonrme les
résultats de nite-size saling.
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3.5 Conlusion et perspetives.
Au ours de e hapitre nous avons établi le formalisme de base de la TGGR appliable
au système présentant des interations de portées arbitraires. A l'aide de la TGGR nous
avons pu vérier que la loi d'éhelle pour l'aimantation n'était pas vériée pour le modèle
Ising-Star, onrmant ainsi sa non-appartenane à la lasse d'universalité d'Ising. Une des
perspetive intéressante, sera de onsidérer un eet de polarisabilité des életrons du milieu.
En eet si la polarisabilité n'est pas négligeable, le potentiel d'interation Coulombienne
devra tenir ompte d'un terme d'érantage, et il sera de type :
V (~r) ∝ e
−λr |~r|
|~r| (3.46)
où λr est la longueur d'érantage qui devrait être déduite à partir de aluls mirosopiques
qui n'imposent pas l'homogeneïté du gaz d'életrons [40℄. Si λr 6= 0, l'interation Coulom-
bienne sera une interation de portée nie. On peut présentir à l'aide du groupe de renor-
malisation, qu'il existera à partir d'une ertaine éhelle uniquement des interations entre
prohes voisins pour les super-blos de spin. Cela devrait avoir pour onséquene l'appari-
tion d'un point xe, et don la restauration d'un point ritique. L'idée intéressante serait de
refaire les aluls du modèle Ising-Star, mais en tenant ompte du terme d'érantage an
de vérier notre intuition. Qualitativement on devrait retrouver la phénoménologie Ising
habituelle. Le Hamiltonien d'interation Coulombienne aurait pour seule onséquene de
modier la position du point ritique. Si l'interation (3.46) est ouramment utilisée dans
les aluls de dynamique moléulaire lassique pour les étoiles à neutrons [8, 9℄, il est impor-
tant de remarquer qu'il n'existe pour l'instant auun modèle mirosopique permettant de
la valider. Au ontraire, les aluls de hamp moyen relativiste [14℄ ou non-relativiste [40℄
prévoient une polarisabilité négligeable pour les életrons, et qui à priori devrait diminuer
à l'augmenter de la température. Cei signie que l'existene d'un point ritique pour la
matière d'étoile reste en tous les as fortement spéulative.
Chapitre 4
Le modèle FMD.
4.1 Introdution.
Lors des deux hapitres préédents nous avons étudié la thermodynamique de la roûte
des proto-étoiles à neutrons ave une approhe Ising. Nous en avons déduit que l'inter-
ation Coulombienne à une inuene importante sur ette dernière, dont le résultat le
plus important est l'absene de phénomènes ritiques au point de transition. Néanmoins
l'ensemble de es résultats est purement qualitatif, et ils ont été obtenus dans un modèle
lassique, où l'interation nuléaire a été simulée à l'aide d'une interation entre prohes
voisins. On a don besoin d'un modèle réaliste, si l'on souhaite obtenir des préditions
quantitatives. La thermodynamique exate des systèmes de fermions en interations étant
irréalisable, on peut toujours employer des approhes utilisant ertaines approximations.
La thermodynamiques de la matière d'étoile a déjà été étudiée à l'aide d'une approhe de
type Hartree-Fok [51, 52℄, mais elle dérit ette dernière omme une matière homogène,
et nous avons vu dans les hapitres préédent que e n'était pas le as si l'on est à des
densités inférieures à la densité de saturation ρ0.
An de aluler la thermodynamique de la matière d'étoile tout en tenant ompte
des utuations de densité, d'autres approhes ont été proposés par l'intermédiaire de
modèles dépendants du temps utilisant le théorème ergodique. C.J. Horowitz a utilisé un
modèle de dynamique moléulaire lassique, plus onnue sous le nom de CMD (Classial
Moleular Dynamis), qui résout les équations de Newton pour un système de partiules
pontuelles en interation. Ce modèle est employé dans de nombreuses branhes de la
physique [53, 54, 55℄, où le domaine de validité est la méanique lassique. Il est par ex-
emple intensément utilisé en méanique éleste, et dans ertains problèmes de physique
de l'état solide où la méanique lassique est une exellente approximation. G. Watan-
abe et al. ont de leur té utilisé une approhe de dynamique moléulaire quantique plus
onnu sous le nom de QMD (Quantum Moleular Dynamis). Ce modèle repose sur le
fait que haque partiule est approximée par un paquet d'onde gaussien dont l'évolution
temporelle du entroïde est donnée en résolvant l'équation de Shrödinger dépendante du
temps. Le modèle QMD a onnu de nombreux suès aussi bien en physique moléulaire,
en physique de la matière ondensée, qu'en physique nuléaire [56℄. Néanmoins malgrè
son nom, il s'agit d'un modèle essentiellement lassique où ertains des degrés de liberté
tel que les largeurs des gaussiennes ou le spin des partiules ont été gés. Les équations
de mouvement sont les équations de Hamilton pour un ensemble de points dans l'espae
des phases exatement omme dans le as CMD. Toutefois il a été agrémenté d'un er-
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tain nombre d'ingrédients phénoménologiques adaptés à la physique nuléaire, tel que
l'intégrale de ollision de Uhling-Uehlenbek pour simuler les oeurs dur de l'interation
nuléaire. De plus si l'on souhaite dérire des systèmes de fermions l'antisymmétrisation
de la fontion d'onde n'est pas respetée, et le prinipe d'exlusion de Pauli est ajouté
à la main en inluant un potentiel dépendant de l'impulsion, qui va simuler et eet de
manière approximative. On pourrait don penser qu'utiliser le modèle Hartree-Fok dépen-
dant du temps plus onnu sous le nom de modèle TDHF (Time Dependant Hartree Fok)
[57, 58, 59, 60, 61, 62, 63℄ serait une exellente solution à notre problème, pour aller au
délà des approhes lassique et semi-lassique présentées préédemment. Le modèle TDHF
donne l'évolution dynamique en hamp moyen de la densité, et il est à l'heure atuelle
l'un des modèles dynamiques les plus utilisés en physique nuléaire. Il permet une très
bonne desription des modes olletifs dans les noyaux, ainsi que des ollisions nuléaires
à très basse énergie. Néanmoins e dernier ne propage pas les utuations de densité, e
qui onstitue un énorme problème si l'on souhaite étudier la transition liquide-gaz, et les
phases pasta dans les étoiles. L'introdution des utuations de densité néessiterait l'im-
plémentation d'un mouvement stohastique dans les équation de mouvement du modèle
TDHF, mais les aluls restent irréalisables pour notre époque [64, 65, 66℄. Une solution
possible est d'utiliser une approhe dynamique quantique basée sur un prinipe variation-
nel, où l'on imposerait les degrés de liberté importants qui nous intéressent, 'est à dire
la possibilité de loaliser les partiules an de produire des utuations de densité. Au
début des années'80, S. Dro»d» et al. et B. Caurier et al. ont proposé un premier mod-
èle permettant de dérire des systèmes de fermions [67, 68℄, plus onnu sous le nom de
modèle TDCM (Time Dependent Cluster Model). Ce dernier a été rané au début des
années'90, et deux nouveaux modèles de dynamique moléulaire on ainsi vu le jour. L'un
est le modèle de dynamique moléulaire fermionique proposé par H. Feldmeier, plus onnu
sous le nom de modèle FMD (Fermioni Moleular Dynamis) [20, 21, 22℄, et l'autre le
modèle de dynamique moléulaire anti-symetrisé proposé par H. Horiuhi et al [69, 70℄
dit modèle AMD (Antisymmetrized Moleular Dynamis). Les ingrédients de base sont
similaires au modèle QMD, sauf que pour es deux derniers, les équations de mouvement
dérivent l'évolution temporelle de paquets d'onde gaussiens, dont la fontion d'onde to-
tale est anti-symetrisée an de tenir ompte du prinipe d'exlusion de Pauli de manière
exate. Les modèles FMD et AMD sont très semblables, mais quelques points les diéren-
ient. En e qui onerne le modèle FMD, les largeurs des paquets d'onde gaussiens peuvent
évoluer dynamiquement au ours du temps. De plus, les degrés de libertés liés au spin sont
également pris en ompte. Il a aussi été proposé une version du modèle FMD inluant un
orrélateur à deux orps, an de propager des orrélations quantiques. Néanmoins l'im-
plémentation numérique du orrélateur onstitue un eort numérique assez important,
surtout si l'on souhaite étudier des systèmes onstitués d'un très grand nombre de par-
tiules. L'ensemble des ingrédients ités préédemment n'est pas pris en ompte pour le
modèle AMD, mais le fait de restreindre l'évolution dynamique des largeurs des gaussi-
ennes permet d'introduire un mouvement stohastique aux partiules. De plus, le modèle
AMD a été rané par l'ajout d'une intégrale de ollision entre partiules, qui onstitue une
deuxième soure de stohastiité. Les modèles FMD et AMD ont été intensément utilisés
en physique nuléaire [71, 72, 73, 74, 75℄, et ont onnu d'énormes suès aussi bien dans
la desription de ertains méanismes de réation tel que les réations de multifragmen-
tation [76, 77, 78, 79, 80, 81℄, ou dans la desription de la struture des noyaux [22, 75℄ .
Bien qu'ils n'aient jamais été utilisés en dehors de la physique nuléaire, ils ne sont pas en
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prinipe restreints à e domaine de reherhe, et pourraient être employés par exemple pour
traiter des problèmes de matière ondensée. L'approhe que nous souhaitons utiliser pour
dérire la thermodynamique de la matière d'étoile se basera sur le modèle FMD dans sa
formulation originelle, 'est à dire sans orrélateur. Le but de e hapitre sera de présenter
en détail le formalisme de base du modèle FMD. Nous démontrerons également qu'il existe
une onnexion non triviale entre le modèle FMD, et le modèle TDHF. Enn ontrairement
au modèle AMD existant qui utilise une interation nuléaire de type Gogny [82, 83℄,
nous formaliserons notre modèle à l'aide d'une interation nuléaire de type Skyrme
[84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99℄. Nous verrons que le fait de
reformuler le modèle FMD dans un formalisme Skyrme Hartree-Fok, peut présenter de
nombreux avantages par rapport à la formulation originelle de H. Feldmeier si l'on souhaite
eetuer des aluls à très grand nombre de partiules. Enn nous terminerons e hapitre
par des tests numériques permettant de valider notre modèle.
4.2 Présentation du modèle FMD.
Pour e sous-hapitre nous reprenons la dérivation des référenes [20, 21, 22, 71, 72℄.
4.2.1 Prinipe variationnel dépendant du temps.
Le modèle FMD se propose de résoudre dans la meilleure approximation possible l'équa-
tion de Shrödinger dépendante du temps pour un système de fermions en interations,
dont la fontion d'onde total du système doit être anti-symetrisée. Nous onsidérerons la
forme générale de l'équation des ondes :
i
d
dt
|Q(t)〉 = Hˆ|Q(t)〉 (4.1)
où Hˆ est le Hamiltonien total du système, et |Q(t)〉 la fontion d'onde de l'état à N-
orps qui est uniquement fontion d'un jeux de paramètres dépendants du temps Q(t) =
[qµ(t)|µ = 1, 2, . . .]. Nous préiserons par la suite le nombre exat, et la nature de haun
d'entre eux. En partant de l'équation (4.1), on peut former une ation dénie entre un
intervalle de temps t1 et t2 par :
S =
∫ t2
t1
dt〈Q(t)|i~ d
dt
− Hˆ|Q(t)〉
=
∫ t2
t1
dtL
(
Q(t), Q˙(t)
)
(4.2)
ave L la fontion de Lagrange du système donnée par :
L
(
Q(t), Q˙(t)
)
= 〈Q(t)|i~ d
dt
− Hˆ|Q(t)〉
= L0
(
Q(t), Q˙(t)
)
−H (Q(t)) (4.3)
où l'on peut dénir la dérivée temporelle du jeu de paramètres Q(t) omme Q˙(t) =
[dqµ(t)/dt|µ = 1, 2, . . .]. H est la valeur moyenne du Hamiltonien du système :
H (Q(t)) = 〈Q(t)|Hˆ|Q(t)〉 (4.4)
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et L0 est une quantité spéiée par :
L0
(
Q(t), Q˙(t)
)
= 〈Q(t)|i~ d
dt
|Q(t)〉
=
∑
µ
〈Q(t)|i~ d
dqµ
|Q(t)〉q˙µ
=
∑
µ
∂L0
∂q˙µ
q˙µ (4.5)
Nous onsidérons que les paramètres qµ sont réels dans toute la suite de l'exposé. Le
modèle FMD est basé sur un prinipe variationnel dépendant du temps qui repose sur le
fait, que l'on doit minimiser l'ation S, δS = 0. Cei aratérise le hemin d'espae-temps
minimum suivi, parmi tous eux joignant Q(t1) et Q(t2). On peut remarquer que si la
fontion d'onde globale n'est pas ontrainte à être réduite sous une forme paramétrique,
on retrouve l'équation de Shrödinger sans approximation.
On obtient dans un premier temps la variation innitésimale de l'ation S tel que :
δS =
∫ t2
t1
dtδL
(
Q(t), Q˙(t)
)
=
∫ t2
t1
dt
[
∂L
∂qµ
δqµ +
∂L
∂q˙µ
δq˙µ
]
(4.6)
et à l'aide d'une intégration par partie il vient :
δS =
∫ t2
t1
dt
[
∂L
∂qµ
− d
dt
(
∂L
∂q˙µ
)]
δqµ (4.7)
Sahant qu'elle doit répondre à un extremum, nous pouvons voir que le prinipe varationnel
est exatement équivalent aux équations de Euler-Lagrange pour haun des paramètres
qµ où :
∂L
∂qµ
=
d
dt
(
∂L
∂q˙µ
)
(4.8)
On va don pouvoir déterminer à l'aide de l'équation (4.8), les équations qui donnent
l'évolution temporelle des diérents paramètres qµ. En utilisant l'équation (4.3), tout en
sahant que le Hamiltonien est une fontion dépendante uniquement des paramètres qµ,
on peut réduire le membre de droite de l'équation (4.8) par :
d
dt
∂L
∂q˙µ
=
d
dt
∂L0
∂q˙µ
=
∑
ν
q˙ν
∂2L0
∂q˙µ∂qν
(4.9)
et de même pour le membre de gauhe :
∂L
∂qµ
=
∂L0
∂qµ
− ∂H
∂qµ
=
∑
ν
q˙ν
∂2L0
∂qµ∂q˙ν
− ∂H
∂qµ
(4.10)
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En utilisant les relations (4.9) et (4.10), l'équation d'Euler-Lagrange se réérit simplement
sous la forme suivante :
−∂H
∂qµ
=
∑
ν
q˙νAµν (4.11)
Les éléments de matrie Aµν sont dénis par :
Aµν = ∂
2L0
∂q˙µ∂qν
− ∂
2L0
∂q˙ν∂qµ
(4.12)
tout en remarquant que la matrie A est une matrie anti-symétrique :
Aµν = −Aνµ (4.13)
Si la matrie A est non singulière, on peut déterminer l'ensemble des équations diéren-
tielles ouplées qui donnent l'évolution des diérents paramètres qµ tel que :
q˙µ = −
∑
ν
A−1µν
∂H
∂qν
(4.14)
4.2.2 Choix des états à une partiule et onstrution de la fontion
d'onde globale du système.
Jusqu'à présent, nous n'avons donné que les équations d'évolutions des diérents paramètres
qui onstituent la fontion d'onde globale du système. Nous n'avons supposé auune ondi-
tion partiulière pour ette dernière, ainsi que pour les états à une partiule qui peuvent la
onstituer. Commençons tout d'abord à dénir nos états à une partiule qui seront hoisis
omme étant des gaussiennes dépendant de paramètres dynamiques, où la projetion en
représentation |~r〉 est donnée par :
〈~r|qk(t)〉 = exp

−
(
~r − ~bk(t)
)2
2ak(t)

 |χk(t), φk(t)〉|mt(k)〉 (4.15)
|χk(t), φk(t)〉 est le veteur d'onde de spin 1/2 des partiules dans l'espae des états de
spin à deux dimensions, où χk(t) et φk(t) sont les deux phases dépendantes du temps qui
dérivent l'évolution dynamique du spin dans et espae tel que :
|χk(t), φk(t)〉 =

 cos
(
χk(t)
2
)
sin
(
χk(t)
2
)
eiφk(t)


(4.16)
où :
〈χk, φk|χl, φl〉 = cos
(χk
2
)
cos
(χl
2
)
+ sin
(χk
2
)
sin
(χl
2
)
exp (−i (φk − φl)) (4.17)
Le ket |mt(k)〉 représente le degré de liberté lié à l'isospin, et l'on onsidérera qu'il n'y aura
pas de reouvrement entre deux partiules d'espèe diérente ave :
〈mt(k)|mt(l)〉 = 2
(
1
4
+mkml
)
, mt =
{
1
2
pour les protons,
−1
2
pour les neutrons.
(4.18)
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Le paramètre dynamique ak(t) onstitue la largeur omplexe de la gaussienne. Le paramètre
~bk(t) représente un veteur omplexe dans l'espae à trois dimensions. En ombinant les
parties réels et imaginaires de es deux derniers éléments, on peut dénir la position du
entroïde de la gaussienne :
~rk(t) =
〈qk(t)|~ˆr|qk(t)〉
〈qk(t)|qk(t)〉
= Re
(
~bk(t)
)
+
Im (ak(t))
Re (ak(t))
Im
(
~bk(t)
)
(4.19)
ainsi que son impulsion :
~pk(t) =
〈qk(t)|~ˆp|qk(t)〉
〈qk(t)|qk(t)〉
=
Im
(
~bk(t)
)
Re (ak(t))
(4.20)
On peut remarquer que les états à une partiule peuvent ainsi s'exprimer en termes des
oordonnées physiques par :
〈~r|qk(t)〉 = exp
(
−(~r − ~rk(t))
2
2ak(t)
+ i~r.~pk(t) + iη(t)
)
|χk(t), φk(t)〉|mt(k)〉 (4.21)
où η(t) est une phase dépendante du temps. Pour haque gaussienne on a don un total de
dix paramètres réels dépendants du temps, dont l'équation de mouvement est donnée par la
relation (4.14). On onviendra de prendre par la suite omme notation pour les paramètres
qµ, l'indie greque µ = {m, i} où i représente l'un des dix paramètres de la partiule m .
Le fait de hoisir des paquets d'onde gaussiens permet de loaliser les états à une partiule
dans l'espae des phases. Néanmoins on peut dénir la variane sur la position de haune
des partiules :
3∆r2k(t) =
〈qk(t)|
(
~ˆr − ~rk(t)
)2
|qk(t)〉
〈qk(t)|qk(t)〉
=
3
2
Re (ak(t))
2 + Im (ak(t))
2
Re (ak(t))
(4.22)
ainsi que sur leurs impulsions :
3∆p2k(t) =
〈qk(t)|
(
~ˆp− ~pk(t)
)2
|qk(t)〉
〈qk(t)|qk(t)〉
=
3
2
~
2
Re (ak(t))
(4.23)
Le produit des deux dernières relations donne une relation d'inertitude liant les positions
et les impulsions des paquets d'onde gaussiens :
∆r2k(t)∆p
2
k(t) =
~
2
4
(
1 +
Im (ak(t))
2
Re (ak(t))
2
)
(4.24)
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où le minimum d'inertitude est obtenu lorsque la partie imaginaire de la gaussienne est
nulle. Chaque paquet d'onde gaussien oupera don un volume supérieur à (~/2π)3 dans
l'espae des phases. On vérie don à l'aide de l'équation préédente la relation d'inerti-
tude de Heisenberg pour les paquets d'onde gaussiens tel que :
∆rk(t)∆pk(t) >
~
2
(4.25)
Après avoir déni l'ensemble de la paramétrisation des états à une partiule, nous
pouvons donner l'expression de la fontion d'onde globale du système. Etant donné que
nous herhons à dérire un système de fermions, l'ansatz le plus simple est un produit
anti-symétrisé de paquets d'onde gaussiens :
|Q˜(t)〉 = Aˆ
A!
A∏
k
|qk(t)〉 (4.26)
où Aˆ est un opérateur d'anti-symétrisation, et A le nombre de partiules. |Q˜(t)〉 étant la
fontion d'onde globale du système non normalisée. Il onviendra de travailler ave une
fontion d'onde normalisée :
|Q(t)〉 = 1〈Q˜(t)|Q˜(t)〉1/2 |Q˜(t)〉 (4.27)
où la norme de l'état à N-orps est donnée par :
〈Q˜(t)|Q˜(t)〉 = 1
A!
det (〈qk|ql〉) (4.28)
où 〈qk|ql〉 est le reouvrement entre deux gaussiennes, que nous allons expliiter dans la
prohaine sous-partie.
4.2.3 Constrution de l'opérateur densité à un orps et de ses
dérivées.
Après avoir déni les états à une partiule ainsi que la fontion d'onde de notre système,
nous pouvons onstruire l'opérateur densité à un orps qui nous sera utile par la suite,
et en partiulier lorsque l'on herhera à exprimer des valeurs moyennes d'observables
dépendantes d'opérateurs à un orps. Il est important de remarquer que notre base de
gaussiennes ne onstitue pas une base orthonormée, et ela peut poser ertains problèmes.
En eet il existe un reouvrement non nul entre deux états à une partiule, où les éléments
de la matrie de reouvrement O−1 sont donnés par :
〈qk|ql〉 =
(
2π
a∗kal
a∗k + al
)3/2
exp

−
(
~b∗k − ~bl
)2
2 (a∗k + al)

 〈χk, φk|χl, φl〉 〈mt(k)|mt(l)〉
= O−1kl (4.29)
Il est toutefois toujours possible de réexprimer les états gaussiens dans une base orthonor-
mée |ψm(t)〉 où :
〈ψm(t)|ψn(t)〉 = δmn (4.30)
50 CHAPITRE 4. LE MODÈLE FMD.
Le passage de la base gaussienne vers ette base orthonormée s'eetue à l'aide d'une
matrie de passage Ω tel que :
|ψm(t)〉 =
A∑
i=1
Ωmi(t)|qi(t)〉 (4.31)
et réiproquement :
|qi(t)〉 =
A∑
m=1
Ω−1im(t)|ψm(t)〉 (4.32)
Dans une base orthonormée, l'opérateur densité à un orps est déni de façon standard
omme le projeteur sur les états oupés :
ρˆ(t) =
A∑
m=1
|ψm(t)〉〈ψm(t)| (4.33)
où l'on peut en déduire failement que :
ρˆ2 = ρˆ et ρˆ† = ρˆ (4.34)
L'équation (4.31) va nous permette de trouver l'expression de ρˆ dans la base de gaussiennes,
qui onstitue la base dans laquelle nous travaillons, puisque nous onnaissons les équations
d'évolution des paramètres dans ette dernière. Pour ela, il nous faut exprimer les éléments
de matrie de reouvrement en fontion des éléments de la matrie de passage. A l'aide de
l'expression (4.32) on peut érire :
〈qj(t)|qi(t)〉 =
A∑
m=1
A∑
n=1
Ω†−1jn (t)Ω
−1
im(t)〈ψn(t)|ψm(t)〉
=
A∑
m=1
Ω†−1jm (t)Ω
−1
im(t) (4.35)
La matrie de reouvrement O−1 est don reliée à la matrie de passage Ω par la relation :
O−1 = (ΩΩ†)−1 (4.36)
et il en déoule que la matrie inverse de la matrie de reouvrement est donnée par :
O = ΩΩ† (4.37)
où l'on peut ainsi dénir la relation :
A∑
n=1
〈qk|qn〉Onl = δkl (4.38)
On peut également remarquer que la matrie de reouvrement ainsi que son inverse sont
des matries Hermitiques. En partant des expressions (4.33) et (4.31), il vient :
ρˆ(t) =
A∑
m=1
|ψm(t)〉〈ψm(t)|
=
A∑
k=1
A∑
l=1
|qk(t)〉〈ql(t)|
A∑
m=1
Ωkm(t)Ω
†
lm(t) (4.39)
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et en utilisant la relation (4.37), il en déoule l'expression de l'opérateur densité à un orps
dans la base de gaussiennes :
ρˆ(t) =
A∑
k=1
A∑
l=1
|qk(t)〉Okl(t)〈ql(t)| (4.40)
Une autre quantité intéressante à exprimer est la dérivée de l'opérateur densité à un orps
par rapport aux diérents paramètres dynamiques. Cette dernière nous sera très utile
lorsque l'on aura à aluler les dérivées des valeurs moyennes d'observables. En dérivant
l'expression préédente par rapport à qµ, il vient dans un premier temps :
∂ρˆ(t)
∂qµ
=
A∑
l=1
∣∣∣∣∂qm∂qµ
〉
Oml(t)〈ql(t)|+
A∑
k=1
|qk〉Okm(t)
〈
∂qm
∂qµ
∣∣∣∣
+
A∑
k=1
A∑
l=1
|qk(t)〉∂Okl(t)
∂qµ
〈ql(t)| (4.41)
où l'expression de la dérivée des éléments de la matrie O restent enore à déterminer. En
dérivant la relation (4.38) par rapport à qµ nous obtenons :
A∑
n=1
δmk
〈
∂qm
∂qµ
∣∣∣∣qn
〉
Onl +
〈
qk
∣∣∣∣∂qm∂qµ
〉
Oml +
A∑
n=1
〈qk|qn〉 ∂Onl(t)
∂qµ
= 0 (4.42)
Si l'on multiplie ette expression par l'élément de matrie Otk, et l'on somme sur l'indie
k, il vient :
A∑
k=1
A∑
n=1
Otk 〈qk|qn〉 ∂Onl(t)
∂qµ
= −
A∑
n=1
Otm
〈
∂qm
∂qµ
∣∣∣∣qn
〉
Onl −
A∑
k=1
Otk
〈
qk
∣∣∣∣∂qm∂qµ
〉
Oml (4.43)
et en réutilisant la relation (4.38), on obtient :
∂Otl(t)
∂qµ
= −
A∑
n=1
Otm
〈
∂qm
∂qµ
∣∣∣∣qn
〉
Onl −
A∑
k=1
Otk
〈
qk
∣∣∣∣∂qm∂qµ
〉
Oml (4.44)
En insérant ette dernière expression dans l'équation (4.41), on en déduit l'expression nale
de la dérivée par rapport aux paramètres qµ, de l'opérateur densité à un orps :
∂ρˆ(t)
∂qµ
=
A∑
l=1
∣∣∣∣∂qm∂qµ
〉
Oml(t)〈ql(t)|+
A∑
k=1
|qk〉Okm(t)
〈
∂qm
∂qµ
∣∣∣∣
−
A∑
k=1
A∑
l=1
|qk(t)〉
A∑
n=1
[
Okm
〈
∂qm
∂qµ
∣∣∣∣qn
〉
Onl +Okn
〈
qn
∣∣∣∣∂qm∂qµ
〉
Oml
]
〈ql(t)|
(4.45)
où l'ensemble des dérivées des éléments de la matrie de reouvrement, ainsi que eux des
états à une partiule dans la représentation |~r〉 se trouvent dans les annexes (A.3) et (A.4).
Nous avons à présent les deux prinipaux ingrédients essentiels pour évaluer l'expression
de la valeur moyenne d'une observable à un orps, ainsi que de ses dérivées. Nous allons
dans un premier temps, exprimer es deux types de quantités dans le as général, et nous
prendrons omme exemple l'énergie inétique du système de fermions.
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4.2.4 Expression de la valeur moyenne d'une observable à un orps
ainsi ses dérivées.
Au our de ette sous-partie, nous donnerons l'expression de la valeur moyenne d'une
observable à un orps ainsi que ses dérivées dans la base de gaussiennes. Considérons le
Hamiltonien d'une observable à un orps dans le as général :
Hˆ
1-orps
=
A∑
i=1
aˆi (4.46)
La valeur moyenne de H
1-orps
s'exprime omme la trae du produit de l'opérateur à un
orps, par l'opérateur densité :
H
1-orps
= Tr (aˆρˆ) (4.47)
En inserant l'expression (4.40) dans ette dernière, il vient :
H
1-orps
=
A∑
k=1
A∑
l=1
〈qk|aˆ|ql〉Olk (4.48)
Il est aussi intéressant d'évaluer la dérivée de ette valeur moyenne qui rentre en ompte
dans la relation (4.14), et qui détermine les équations de mouvement des paramètres des
gaussiennes. Nous devons tout d'abord exprimer :
∂H
1-orps
∂qµ
= Tr
(
aˆ
∂ρˆ
∂qµ
)
(4.49)
En développant la trae, et en insérant la relation (4.45) qui donne la dérivée par rapport
aux paramètres de l'opérateur densité à un orps, nous obtenons :
∂H
1-orps
∂qµ
=
A∑
l=1
〈
ql
∣∣∣∣aˆ
∣∣∣∣∂qm∂qµ
〉
Oml +
A∑
k=1
Okm
〈
∂qm
∂qµ
∣∣∣∣ aˆ
∣∣∣∣qk
〉
−
A∑
k=1
A∑
l=1
〈ql|aˆ|qk〉
A∑
n=1
[
Okm
〈
∂qm
∂qµ
∣∣∣∣qn
〉
Onl +Okn
〈
qn
∣∣∣∣∂qm∂qµ
〉
Oml
]
= 2
A∑
k=1
Re
[
Okm
〈
∂qm
∂qµ
∣∣∣∣ aˆ
∣∣∣∣qk
〉
−
A∑
l=1
〈ql|aˆ|qk〉
A∑
n=1
Okm
〈
∂qm
∂qµ
∣∣∣∣qn
〉
Onl
]
(4.50)
où l'ensemble des éléments de matrie de l'opérateur ρˆ ainsi que ses dérivées exprimées
dans la base de gaussiennes, sont donnés dans les annexes (A.3) et (A.4). L'un des exemples
les plus simples est le as du Hamiltonien d'énergie inétique donné par :
Hˆ
Cin
=
A∑
i=1
tˆi =
A∑
i=1
pˆ2i
2m
(4.51)
L'ensemble des éléments de matrie pour l'opérateur tˆ ainsi que leurs dérivées sont donnés
dans l'annexe (A.5). Nous avons ainsi tous les éléments nous permettant de résoudre les
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équations de mouvement d'un système de fermions sans interation. Néanmoins toutes
les observables ne sont pas toutes à un orps. Si le système est en interation, on aura
très naturellement des moyennes d'observables à deux orps en ommençant par l'énergie.
Ces dernières s'obtiennent en prinipe ave la même démarhe en introduisant l'opérateur
densité à deux orps déni par :
ρˆ(2)(t) =
1
4
A∑
k=1
A∑
l=1
A∑
m=1
A∑
n=1
|qk(t)ql(t)〉aOkm(t)Oln(t)〈qm(t)qn(t)| (4.52)
où l'on a pris pour natation :
|qk(t)ql(t)〉 = |qk〉 ⊗ |ql(t)〉
|qk(t)ql(t)〉a = |qk〉 ⊗ |ql(t)〉 − |ql〉 ⊗ |qk(t)〉 (4.53)
e qui donne par exemple pour la valeur moyenne de l'opérateur à deux orps Vˆ la relation
suivante :
〈Q(t)|Vˆ |Q(t)〉 = Tr (vˆρˆ(2))
=
1
2
A∑
k=1
A∑
l=1
A∑
m=1
A∑
n=1
〈qm(t)qn(t)|vˆ|qk(t)ql(t)〉aOkm(t)Oln(t) (4.54)
L'ensemble des détails onernant les valeurs moyennes d'opérateurs à deux orps, ainsi
que leurs dérivées sont données dans la référene [22℄. Les modèles AMD et FMD existants
utilisent l'opérateur densité à deux orps pour le alul de l'interation Coulombienne,
ainsi que elui de l'interation nuléaire. Cela implique que la omplexité de e type de
modèle roît omme le nombre de partiules à la puissane quatre. Le temps de alul
roît don d'une manière assez signiative, si l'on souhaite réaliser des aluls pour des
systèmes onstitués d'un très grand nombre de partiules, tel que des ions lourds, ou de la
matière d'étoile. Le modèle FMD que nous nous proposons de onstruire devra ontourner
ette diulté, et n'utiliser que l'opérateur densité à un orps, de tel sorte à n'avoir qu'une
omplexité roissante omme le nombre de partiules au arré. Pour e faire nous utiliserons
la onnexion théorique entre le modèle FMD et le modèle TDHF, qui fera l'objet de la
suite de e hapitre.
4.3 Connexion ave le modèle TDHF.
Nous allons voir que résoudre les équations de mouvement du modèle FMD est exate-
ment équivalent à résoudre elles du modèle TDHF [57, 58, 59, 60, 61, 62, 63℄, ave la
restrition additionnelle, que la fontion d'onde soit un déterminant de Slater de gaussi-
ennes déni par la relation (4.27). En eet si la fontion d'onde globale de notre système
est un déterminant de Slater, la valeur moyenne du Hamiltonien Hˆ peut être exprimée
omme une fontionnelle de l'opérateur densité à un orps :
H = E
HF
[ρˆ(t), τˆ(t)] (4.55)
où τˆ est l'opérateur densité d'énergie inétique donné par :
τˆ = ~ˆpρˆ~ˆp (4.56)
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L'équation (4.6) qui minimise l'ation peut ainsi se réérire ave (4.3), sous une forme
légèrement diérente :
δS =
∫ t2
t1
dtδL
(
Q(t), Q˙(t)
)
=
∫ t2
t1
dt (δL0(t)− δEHF[ρˆ(t), τˆ(t)])
= 0 (4.57)
Le premier terme de l'équation (4.57) est donné par :∫ t2
t1
dtδL0(t) = i~
∫ t2
t1
dt
(
〈δQ(t)| d
dt
|Q(t)〉+ 〈Q(t)| d
dt
|δQ(t)〉
)
(4.58)
La dérivation de l'équation préédente sera plus simple, si l'on exprime le veteur d'onde
sur une base orthonormée. On pourra toujours revenir à la base de gaussiennes ave (4.32),
e qui signie que poser |Q(t)〉 = Aˆ∏Am=1 |ψm(t)〉 ne onduit pas à une perte de généralité.
A l'aide d'une intégration par parties nous obtenons :∫ t2
t1
dtδL0(t) = i~
∫ t2
t1
dt
(
〈δQ(t)| d
dt
|Q(t)〉 − d
dt
(〈Q(t)|) |δQ(t)〉
)
= i~
A∑
m=1
∫ t2
t1
dt
(
〈δψm(t)| d
dt
|ψm(t)〉 − d
dt
(〈ψm(t)|) |δψm(t)〉
)
(4.59)
Le seond terme dans l'équation (4.57) peut s'exprimer omme la trae d'un opérateur à
un orps fontion de l'opérateur densité à un orps, et de sa dierentielle :∫ t2
t1
dtδE
HF
[ρˆ(t), τˆ(t)] =
∫ t2
t1
dt
A∑
m=1
A∑
n=1
(
∂E
HF
[ρˆ(t)]
∂ρmn
δρmn(t) +
∂E
HF
[ρˆ(t), τˆ (t)]
∂τmn
δτmn(t)
)
=
∫ t2
t1
dtTr
(
∂E
HF
[ρˆ(t), τˆ (t)]
∂ρT
δρˆ(t) +
∂E
HF
[ρˆ(t), τˆ(t)]
∂τT
δτˆ (t)
)
=
∫ t2
t1
dtTr
(
uˆ[ρˆ(t)]δρˆ(t) +
~
2
2m∗
[ρˆ(t)]δτˆ (t)
)
=
∫ t2
t1
dtTr
(
hˆ[ρˆ(t)]δρˆ(t)
)
(4.60)
ave uˆ[ρˆ(t)] = ∂EHF[ρˆ(t),τˆ (t)]
∂ρT
, et
~2
2m∗
[ρˆ(t)] = ∂EHF[ρˆ(t),τˆ (t)]
∂τT
où m∗ est la masse eetive dont
nous expliquerons la signiation physique un peu plus loin dans la suite de l'exposé. En
développant la diérentielle de l'opérateur densité d'énergie inétique, et en utilisant la
propriété de triyliité des traes, l'équation (4.60) se réduit sous une forme plus trans-
parente : ∫ t2
t1
dtδE
HF
[ρˆ(t), τˆ(t)] =
∫ t2
t1
dtTr
(
uˆ[ρˆ(t)]δρˆ(t) +
~
2
2m∗
[ρˆ(t)]~ˆpδρˆ(t)~ˆp
)
=
∫ t2
t1
dtTr
(
uˆ[ρˆ(t)]δρˆ(t) + ~ˆp
~
2
2m∗
[ρˆ(t)]~ˆpδρˆ(t)
)
=
∫ t2
t1
dtTr
(
hˆ[ρˆ(t)]δρˆ(t)
)
(4.61)
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où hˆ[ρˆ(t)] est l'opérateur énergie à un orps, dépendant uniquement de la densité à un
orps, et donné par la relation :
hˆ[ρˆ(t)] = ~ˆp
~
2
2m∗
[ρˆ(t)]~ˆp+ uˆ[ρˆ(t)] (4.62)
En utilisant l'équation (4.33) on peut déterminer la diérentielle de l'opérateur densité à
un orps :
δρˆ(t) =
A∑
m=1
|δψm(t)〉〈ψm(t)|+ |ψm(t)〉〈δψm(t)| (4.63)
que l'on peut réinjeter dans la relation (4.60) où :
∫ t2
t1
dtδE
HF
[ρˆ(t), τˆ (t)] =
∫ t2
t1
dt
A∑
m=1
A∑
n=1
[
〈ψn(t)|hˆ[ρˆ(t)]|δψm(t)〉〈ψm(t)|ψn(t)〉
+〈ψn(t)|hˆ[ρˆ(t)]|ψm(t)〉〈δψm(t)|ψn(t)〉
]
(4.64)
Comme la base est orthonormée, ette expression devient :
∫ t2
t1
dtδE
HF
[ρˆ(t), τˆ(t)] =
∫ t2
t1
dt
A∑
m=1
[
〈ψm(t)|hˆ[ρˆ(t)]|δψm(t)〉+ 〈δψm(t)|hˆ[ρˆ(t)]|ψm(t)〉
]
(4.65)
Sahant que les veteurs |δψm(t)〉 et 〈δψm(t)| sont indépendants, on peut nalement déduire
à l'aide des relations (4.57), (4.59), et (4.65) les équations ouplées qui donnent l'évolution
des états à une partiules de la base orthonormée :
i~
d
dt
|ψm(t)〉 = hˆ[ρˆ(t)]|ψm(t)〉 (4.66)
Nous venons don de démontrer que l'évolution des états à une partiule est gérée par
l'équation Hartree-Fok dépendante du temps. Résoudre les équations de mouvement pour
le modèle FMD est exatement équivalent à résoudre les équations TDHF :
i~
d
dt
|ψm(t)〉 = hˆ[ρˆ(t)]|ψm(t)〉 ⇐⇒ q˙µ = −
∑
ν
A−1µν
∂H
∂qν
(4.67)
Si les fontions d'onde individuelles sont exprimées omme des gaussiennes paramétrées,
et la base de gaussiennes est orthonormalisée à haque pas en temps, à l'aide de l'équation
(4.31). L'équivalene exprimée par l'équation (4.67) ne onduit pas enore à des shémas
de résolution numérique eaes. A e but il est plus onvenable d'exprimer TDHF dans la
représentation des matries densité. Commençons par aluler la dérivée de ρˆ par rapport
au temps :
i~
dρˆ(t)
dt
= i~
∑
m
[
d
dt
|ψm(t)〉〈ψm(t)|+ |ψm(t)〉 d
dt
〈ψm(t)|
]
(4.68)
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En insérant la relation (4.66) dans ette dernière, on trouve :
i~
dρˆ(t)
dt
=
∑
m
[
hˆ[ρˆ(t)]|ψm(t)〉〈ψm(t)| − |ψm(t)〉〈ψm(t)|hˆ[ρˆ(t)]
]
= hˆ[ρˆ(t)]ρˆ(t)− ρˆ(t)hˆ[ρˆ(t)]
=
[
hˆ[ρˆ(t)], ρˆ(t)
]
(4.69)
qui n'est rien d'autre que l'équation TDHF dans la représentation des matries densité.
Nous pouvons don établir l'équivalene suivante :
i~
dρˆ(t)
dt
=
[
hˆ[ρˆ(t)], ρˆ(t)
]
⇐⇒ q˙µ = −
∑
ν
A−1µν
∂H
∂qν
(4.70)
Cette équivalene démontre que la onnaissane de l'évolution dynamique de l'opérateur
densité à un orps est susante pour la résolution des équations FMD.
Cei implique en partiulier que le alul de toute observable dans FMD, peut se réduire
au alul de fontionnelles de l'opérateur densité à un orps. Si nous revenons à l'évaluation
de la valeur moyenne d'un opérateur à deux orps, l'équation (4.54) peut don se réduire
à l'évaluation du hamp moyen :
〈Q(t)|Vˆ |Q(t)〉 = Tr (uˆ[ρˆ]ρˆ)
=
A∑
k=1
A∑
l=1
〈qk|uˆ[ρˆ]|ql〉Olk (4.71)
Conrètement dans les équations d'évolution (4.14), le terme qui omportait un eort
numérique d'ordre A4 devient simplement :
∂H
∂qµ
= Tr
(
hˆ[ρˆ]
∂ρˆ
∂qµ
)
(4.72)
i.e. un eort numérique d'ordre A2.
D'un point de vue oneptuel, l'équation (4.70) démontre que le modèle FMD est un
modèle de dynamique en hamp moyen. Néanmoins il existe une diérene majeure entre
le modèle FMD et le modèle TDHF dans sa formulation originelle. En e qui onerne
TDHF, les états à une partiule du hamp moyen n'ont auune restrition et peuvent
évoluer librement. Par ontre si l'on revients au modèle FMD, les états à une partiule
sont imposés omme étant des gaussiennes. A priori, on pourrait don voir le modèle FMD
omme une régression par rapport à la théorie TDHF. Cei est ertainement vrai dans
ertaines situations physiques. Un des exemples est de onsidérer les mouvements olletifs
ave le modèle AMD que nous aborderons au hapitre 5. Nous verrons que la ontrainte
de largeur xe empêhe pour e as la ompression du système. Un autre exemple est l'im-
possibilité d'obtenir des solutions d'onde plane ave le modèle AMD. On ne peut obtenir
des partiules libres, et l'on doit dans e as, enlever à la main un degré de liberté pour
le mouvement du entre de masse. Ces limitations évidentes ne sont pas présentes ave la
fontion d'onde FMD que nous utiliserons. En plus l'utilisation d'une base de gaussiennes
s'avère extrêmement exible dans tous les problèmes où les partiules sont fortement lo-
alisées dans l'espae, en partiulier les systèmes à fortes utuations de densité, omme
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l'éore des étoiles à neutrons qui nous intéresse plus partiulièrement, et les réations
de multifragmentation, pour lesquelles le modèle TDHF est inapable de reproduire la
formation d'agrégats. On peut également ajouter que les modèles de dynamique moléu-
laire permettent de rajouter plus failement des orrélations au delà du hamp moyen par
rapport au modèle TDHF [64, 65, 66℄, ar ils permettent une implémentation plus aisée
d'un mouvement stohastique des partiules. Ce genre de travaux a déjà été réalisé dans le
adre du modèle AMD [77, 78, 79, 80, 81℄, et il serait envisageable dans un futur prohe,
de réaliser une mise en oeuvre similaire pour le modèle FMD.
4.4 Implémentation de l'interation nuléaire.
A ause de la présene d'un oeur dur dans l'interation nuléon-nuléon, dans toutes les
approhes de hamp moyen [57℄ l'interation nuléaire n'est pas une interation nue, mais
une interation eetive, 'est à dire une interation modèle, dénie de façon à produire en
hamp moyen des résultats aussi prohes que possible à eux que l'interation élémentaire
produirait sur une fontion d'onde exate. Nombre de travaux théoriques essayent d'obtenir
des interation eetives ave des approhes mirosopiques, mais les résultats les plus
réalistes à l'heure atuelle sont produits en utilisant des interations phénoménologiques,
dont les paramètres ont été ontraints sur le plus grands nombre possible d'observables
expérimentales. L'idée prinipale est d'implémenter l'une de es interations dans notre
modèle FMD, et ei an de réaliser des aluls réalistes en physique nuléaire. Les deux
interations eetives les plus ouramment utilisées, sont les interations de Gogny [82, 83℄
et de Skyrme [84, 85℄. Elles ont été appliquées dans la plus grande partie des aluls de
hamp moyen ave un suès inontesté. La prinipale aratéristique qui diérenie es
deux familles d'interations, est que l'interation de Gogny est une interation de portée
nie, alors que l'interation de Skyrme est une interation de ontat de portée nulle. A
l'heure atuelle, leur paramétrisation fait enore l'objet d'intenses travaux qui tendent à
les perfetionner surtout pour les noyaux exotiques et la matière rihe en neutrons. Les
modèles AMD existants utilisent l'interation de Gogny. Pour notre implémentation en
termes de matrie densité, il est important que l'interation nuléaire hoisie puisse être
failement onvertie en une fontionnelle de la densité, pour que le passage entre énergie
et hamp moyen soit analytique. Cei se fait plus aisément ave des fontionnelles de
Skyrme. De plus les dernières paramétrisations de Salay-Lyon de l'interation de Skyrme
permettent une très bonne reprodution des propriétés de la matière rihe en neutrons, e
qui onstitue un avantage si l'on souhaite étudier la physique des éores de proto-étoile
à neutrons. Au ours de ette sous-partie nous expliiterons la fontionnelle de Skyrme,
et nous détaillerons son implémentation au sein du modèle FMD. Nous verrons également
que le fait d'utiliser la fontionnelle de Skyrme à la plae de l'interation de Gogny dans
le adre du modèle FMD peut présenter ertaines limites.
4.4.1 Introdution à la fontionnelle de Skyrme.
L'interation de Skyrme a été proposée au ours des années inquante [84, 85℄. Elle a
ommené a être utilisée massivement après le suès de son utilisation dans le adre de la
théorie Hartree-Fok par Vautherin et Brink [86℄ pour reproduire les états fondamentaux
de noyaux sphériques. Depuis environ une trentaine d'année, elle est ouramment utilisée
aussi bien dans le adre du modèle statique HF, que dans sa version dépendante du temps
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TDHF. La forme la plus standard du potentiel de Skyrme utilisé est la suivante :
V (~ˆr1, ~ˆr2) =
t0(1 + x0Pˆσ)δ(~ˆr) terme entrale
+
t1
2
(1 + x1Pˆσ)
[←ˆ−
P
2
δ(~ˆr) + δ(~ˆr)
−ˆ→
P
2
]
+ t2(1 + x2Pˆσ)
←ˆ−
P δ(~ˆr)
−ˆ→
P termes non-loaux
+
t3
6
(1 + x3Pˆσ)
[
ρ( ~ˆR)
]α
δ(~ˆr) terme dépendant de la densité
+iW0~ˆσ.
[←ˆ−
P × δ(~ˆr)−ˆ→P
]
terme spin-orbite (4.73)
ave les notations ouramment utilisées dans la littérature :
~ˆr = ~ˆr1 − ~ˆr2 , ~ˆR = 1
2
(
~ˆr1 + ~ˆr2
)
,
−ˆ→
P =
1
2
(
~ˆp1 − ~ˆp2
)
~ˆσ = ~ˆσ1 + ~ˆσ2 , Pˆσ =
1
2
(
1 + ~ˆσ1.~ˆσ2
)
(4.74)
où ~ˆσ représente sous une forme vetorielle les trois matries de Pauli, et les èhes indiquent
la diretion dans laquelle agissent les opérateurs. Le terme entral ainsi que le terme dépen-
dant de la densité représentent la portée nulle de l'interation, et ils sont néessaires pour
reproduire les propriétés de saturation de la matière nuléaire. Les termes non loaux sont
des termes dépendant des opérateurs impulsion qui simulent la portée nie de l'interation
nuléaire, et ils donnent lieu à une masse eetive, diérente de la masse nue. Enn le
terme spin-orbite indispensable pour reproduire les bonnes fermetures de ouhes des noy-
aux stables, génère des termes dépendants du gradient de la densité. En eet les eets liés
au spin-orbite sont essentiellement loalisés en surfae des noyaux. Ces diérents termes
onstituent l'interation de Skyrme et donnent lieu à une densité d'énergie qui est une
fontionnelle des densités loales :
H
Skyrme
=
∫ +∞
−∞
E
Skyrme
(~r)d3~r (4.75)
ave :
E
Skyrme
= E0 + E3 + EE + EFin + ESO + ESG (4.76)
où E0 est un terme de porté nulle, E3 un terme dépendant de la densité, EE un terme
dépendant de la masse eetive, E
Fin
un terme ontenant les eets de portée nie, E
SO
un terme de ouplage spin-orbite, et E
SG
un terme de ouplage dû au ouplage tenseur
spin-gradient :
E0 = a01ρ2 + a02
(
ρ2p + ρ
2
n
)
E3 = ρα
[
a31ρ
2 + a32
(
ρ2p + ρ
2
n
)]
E
E
= a
E1
τρ+ a
E2
[τpρp + τnρn]
E
Fin
= a
F1
~∇2ρ+ a
F2
[
~∇2ρp + ~∇2ρn
]
E
SO
= a
SO
[
~S.~∇ρ+ ~Sp.~∇ρp + ~Sn.~∇ρn
]
E
SG
= a
S1
~S2 + a
S2
[
~S2p +
~S2n
]
(4.77)
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Pour la dérivation de la densité d'énergie HF (4.77) à partir de l'interation de Skyrme
(4.73), on peut trouver l'ensemble des étapes de alul dans les référenes [86, 57℄. L'ensem-
ble des diérentes onstantes onstituant la fontionnelle peut être exprimé en fontion des
paramètres de l'interation :
a01 =
t0
4
(2 + x0) , a02 = −t0
4
(2x0 + 1)
a31 =
t3
24
(2 + x3) , a32 = − t3
24
(2x3 + 1)
a
E1
=
1
8
[t1 (2 + x1) + t2 (2 + x2)]
a
E2
=
1
8
[t2 (2x2 + 1)− t1 (2x1 + 1)]
a
F1
=
1
32
[3t1 (2 + x1)− t2 (2 + x2)]
a
F2
= − 1
32
[t2 (2x2 + 1) + 3t1 (2x1 + 1)]
a
SO
=
W0
2
, a
S1
= − 1
16
(t1x1 + t2x2)
a
S2
=
1
16
(t1 − t2) (4.78)
Les diérentes densités qui interviennent dans la fontionnelle sont la densité de partiules,
la densité d'énergie inétique, et la densité de ourant de spin ρq, τq, et ~Sq (q=n,p). Le ode
numérique que nous avons érit pour résoudre les équations FMD sera onstruit à l'aide
des quatre premiers termes de la fontionnelle. Nous négligerons l'ensemble des termes
inluant la densité de ourant de spins. En eet es termes s'annulent exatement dans la
matière innie saturée en spin, qui nous intéresse plus partiulièrement. Même en e qui
onerne les noyaux nis, es termes n'apportent que de très faibles orretions à l'énergie
totale du système, et ils ont un rle important seulement si l'on herhe à retrouver de
manière quantitative les positions de niveaux d'énergie. Leur implémentation alourdirait
de manière signiative la numérique de notre ode, et inlurait d'avantage d'instabilités
numériques.
Le tableau suivant présente les diérentes paramétrisations de la fontionnelle de Skyrme
que nous allons utiliser par la suite lors de nos futurs aluls.
SIII SGII SLy4 SLy4d SLy5
t0 (MeV.fm
3) -1128,75 -2645 -2488,91 -2479.662 -2484,88
t1 (MeV.fm
5) 395 340 486,82 473.216 483,13
t2 (MeV.fm
5) -95 -41,9 -546,39 -333.654 -549,40
t3 (MeV.fm
3+3α) 14000 15595 13777 13487 13763
x0 0,45 0,09 0,834 0.8122 0,778
x1 0 0 -0,344 -0.7228 -0,328
x2 0 1,425 -1 -1 -1
x3 1 0,060044 1,354 1.398 1,267
α 1 1/6 1/6 1/6 1/6
W0 (MeV.fm
5) 120 105 123 128 126
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L'interation SIII [87℄ est l'une des premières interations de Skyrme proposées dans
la littérature. Elle ontient très peu de paramètres qui ont été ontraints, pour reproduire
les énergies de liaisons des noyaux doublement magiques. Mais en e qui onerne d'autres
observables plus sophistiquées les résultats ne sont pas réalistes. C'est pourquoi d'autres
améliorations ont été proposées en ajoutant des paramètres supplémentaires, et en on-
traignant les nouvelles interations de Skyrme sur d'autres observables expérimentales. Les
fréquenes des résonanes monopolaires géantes en sont un exemple. Elle fournissent une
ontrainte forte sur le terme dépendant de la densité, qui a son tour détermine le oeient
d'inompressibilité K∞ de la matière nuléaire. De même la reprodution des résonanes
de Gamow-Teller permet de xer la dépendane en spin. L'ensemble de es ontraintes
a été pris en ompte lors de la paramétrisation de l'interation SGII [88℄, qui pour ette
raison peut être qualiée omme étant une interation réaliste. Au ours des années'90, la
paramétrisation de Salay-Lyon a fait son apparition ave l'objetif d'améliorer la dépen-
dane en isospin [93, 94, 95, 97℄. Les paramètres de ette interation ont été xés pour
reproduire l'équation d'état de la matière de neutrons, alulée par des modèles miro-
sopiques ab-initio, et ei an de mieux rendre ompte des propriétés des noyaux très
rihes en neutrons. L'ensemble de es paramètres a été ajusté sur les observables expéri-
mentales qui sont sensibles à es propriétés, tells que la diérene de masse entre isotopes.
Il faut également remarquer que l'ensemble des paramétrisations itées préédemment, a
été ajusté pour des aluls Hartree-Fok, où le mouvement du entre de masse engendre
des états spurieux dont la ontribution à l'énergie du système doit être éliminée. Cei peut
être réalisé en remplaçant le Hamiltonien d'énergie inétique par :
Hˆ ′
Cin
= Hˆ
Cin
−
(∑A
i=1 pˆi
)2
2mA
= Hˆ
Cin
− 1
2mA
[
A∑
i=1
pˆ2i +
A∑
i6=j=1
pˆi.pˆj
]
(4.79)
Habituellement, seul le terme à un orps est pris en ompte, e qui onduit simplement à
l'addition d'une orretion en −1/A au terme d'énergie inétique. Le terme à deux orps
est plus diile à mettre en oeuvre, et il n'a pas été pris en ompte lors de l'ajustement
des paramétrisations itées préédemment. Il est généralement omi ar les orretions qu'il
induit sont relativement faibles en valeur absolue. L'ensemble de es orretions est don
néessaire si l'on herhe à obtenir une meilleure desription des noyaux dans leur référentiel
intrinsèque [97, 100℄.
Au ontraire si l'on herhe à dérire une ollision entre noyaux, elle-i est dérite
par un observateur extérieur qui dénit ainsi le repère du laboratoire. Il ne faut don pas
prendre en ompte es orretions dans l'ajustement de fores dédiées à e type de alul.
C'est e qui diérenie la paramétrisation SLy4, ave orretion à un orps du mouvement
du entre de masse, de la paramétrisation SLy4d [101, 102℄, sans ette orretion.
Le tableau suivant énumère l'ensemble des prinipales propriétés physiques de la matière
nuléaire innie, extraites à partir des diérentes paramétrisations de l'interation de
Skyrme utilisées :
Les diérentes quantités tabulées sont déterminées en utilisant le fait que dans la
matière nuléaire innie symétrique, la fontionnelle d'énergie (4.76) se simplie de la
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SIII SGII SLy4 SLy5
ρ0 (fm
−3) 0,145 0,158 0,16 0,16
av (MeV) -15,51 -15,794 -15,969 -15,983
K∞ (MeV) 355,4 214,6 229,9 229,9
m∗/m 0,76 0,79 0,7 0,7
a
I
(MeV) 28,16 26,83 32 32,03
Tab. 4.1  Ensemble des prinipales propriétés physique de la matière nuléaire innie,
pour les diérentes interations de Skyrme utilisées. ρ0 est la densité de saturation, av
l'énergie par partiule à saturation, K∞ le oeient d'inompressibilité, m∗ la masse
eetive, et a
I
l'énergie de symétrie.
façon suivante [97℄ :
av =
E
Skyrme
ρ
=
3
10
~
2
m
(
3π2
2
)2/3
ρ2/3+
3t0
8
ρ+
3
80
(3t1 + t2(5 + 4x2))
(
3π2
2
)2/3
ρ5/3+
t3
16
ρ1+α
(4.80)
Le module d'inompressibilité est déni par la dérivée seonde au point de saturation :
K∞ = 9ρ20
(
d2av
dρ2
)
ρ0
= −3
5
~
2
m
(
3π2
2
)2/3
ρ
2/3
0 +
3
8
(3t1 + t2(5 + 4x2))
(
3π2
2
)2/3
ρ
5/3
0 + t3
9
16
α(α + 1)ρ1+α0
(4.81)
Les estimations les plus ables de K∞ à partir des données sur les résonanes géantes
monopolaires donnent K∞ = 210 ± 30MeV [120℄. On remarque don que, ontrairement
aux interations réalistes qui sont en très bon aord ave ette valeur, l'interation SIII
donne une surestimation de ette observable. Le oeient d'asymétrie a
I
est déni par :
a
I
=
1
2
(
∂2av
∂I2
)
I=0
(4.82)
où I = (ρn − ρp)/ρ est l'asymétrie d'isospin.
Nous avons maintenant présenté la fontionnelle de Skyrme, ainsi que les diérentes
paramétrisations que nous allons utiliser. Des disutions plus détaillées de la fontionnelle
de Skyrme, ainsi que des diérentes densités la onstituant sont données dans les référenes
[89, 90, 91, 92, 96, 98, 99℄. Nous devons à présent aluler le hamp moyen intervenant dans
l'équation d'évolution (4.14). En pratique le alul du hamp moyen de la fontionnelle de
Skyrme est assez omplexe, 'est pourquoi nous allons présenter dans la prohaine setion
une proédure systématique permettant son évaluation.
4.4.2 Généralisation des observables à un orps quelonques.
L'implémentation de l'interation de Skyrme dans notre modèle FMD néessite le alul
du hamp moyen, 'est à dire la dérivée
∂H
Skyrme
∂qµ
. Ce alul reste relativement simple à
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évaluer, si l'expression de la densité d'énergie est une uniquement une fontionnelle de la
densité H
Skyrme
= H
Skyrme
[ρ]. Dans e as le hamp moyen est donné par :
∂H
Skyrme
[ρ]
∂qµ
= Tr
(
uˆq[ρˆ]
∂ρˆq
∂qµ
)
=
∫
uq(~r)
∂ρq(~r)
∂qµ
d3~r (4.83)
ave
uq(~r) =
∂E
Skyrme
(~r)
∂ρq
(4.84)
Néanmoins nous avons déjà vu que si l'on onsidère l'énergie inétique, la densité d'én-
ergie sera aussi dépendante de la densité d'énergie inétique, H
Skyrme
= H
Skyrme
[ρ, τ ]. Cei
omplique les aluls du hamp moyen, et d'autant plus si l'on onsidère aussi les densités
de spin. On verra également dans la prohaine setion que d'autres densités devrons être
ajoutées avant d'avoir la fontionnelle dénitive. C'est pourquoi nous avons élaboré un
formalisme systématique [104℄ pour évaluer le hamp moyen, à partir de la fontionnelle la
plus générale possible. Nous partons du fait que toutes observables en approximation de
hamp moyen peuvent être exprimées en fontion de l'opérateur densité à un orps ave :
ρ
(Aˆ,Bˆ)
(~r) = Tr
(
δ(~ˆr − ~r)AˆρˆBˆ
)
(4.85)
où Aˆ et Bˆ sont deux opérateurs à un orps aratérisant la densité onsidérée. La fon-
tionnelle la plus générale possible :
H =
∫
E(~r)d3~r (4.86)
peut être exprimée omme une fontionnelle d'un ensemble de densités loales {ρ
(Aˆ,Bˆ)
}
assoiées à des paires d'opérateurs (Aˆ, Bˆ) tel que :
E(~r) = E [ρ
(Aˆ,Bˆ)
(~r)] (4.87)
Pour illustrer notre formalisme, nous pouvons donner des exemples de densités ouramment
utilisées dans la littérature. Le as le plus simple est la densité de partiules pour une espèe
donnée :
ρq(~r) = ρ(κˆq ,1)(~r) (4.88)
où κˆq est l'opérateur de projetion sur les états d'isospin. Ce traitement n'est pas limité
aux observables loales. Par exemple la densité d'énergie inétique s'érit :
τq(~ˆr) =
3∑
k=1
ρ
(κˆq ~ˆpk,~ˆpk)
(~r) (4.89)
La densité de ourant de spin peut être déomposée omme une somme sur plusieurs
densités loales, où sa i-ème omposante est donnée par :
~Sq,i(~r) =
1
2
3∑
k,s=1
ǫiks
(
ρ
(κˆq ~ˆpk,~ˆσs)
(~r) + ρ
(κˆq~ˆσs,~ˆpk)
(~r)
)
(4.90)
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où ~ˆσ qui est la matrie de Pauli, et ǫiks est le tenseur anti-symètrique de Levi-Cevita.
Ce formalisme permet aussi de dénir des densités plus omplexes, telles que le gradient
d'ordre n d'une densité ρ
(Aˆ,Bˆ)
(~r) donnée, et qui sera déni par :
~∇nρ
(Aˆ,Bˆ)
(~r) =
n∑
j=0
in(−1)n−jCjnρ(κˆq ~ˆpjAˆ,Bˆ~ˆpn−j )(~r) (4.91)
où les oeients Cjn = n!/(j!(n− j)!) sont les oeient binomiaux. Si l'on revient main-
tenant à la dérivation variationnelle de la théorie du hamp moyen [57℄, l'opérateur hamp
moyen est déni par l'équation :
δH = Tr
(
Wˆ δρˆ
)
(4.92)
et nous nous proposons de déterminer la forme générale de l'opérateur Wˆ . Nous pouvons
réérire la diérentielle de l'énergie totale sous la forme suivante :
δH =
∫
δE(~r)d3~r
=
∑
(Aˆ,Bˆ)
∫
∂E
∂ρ
(Aˆ,Bˆ)
(~r)δρ
(Aˆ,Bˆ)
(~r)d3~r
=
∑
(Aˆ,Bˆ)
∫
∂E
∂ρ
(Aˆ,Bˆ)
(~r)Tr
(
δ(~ˆr − ~r)AˆδρˆBˆ
)
d3~r
= Tr

∑
(Aˆ,Bˆ)
∫
∂E
∂ρ
(Aˆ,Bˆ)
(~ˆr)AˆδρˆBˆ


(4.93)
et à l'aide des équations (4.92) et (4.93), nous pouvons identier l'expression de l'opérateur
Wˆ :
Wˆ =
∑
(Aˆ,Bˆ)
Wˆ(Aˆ,Bˆ)
=
∑
(Aˆ,Bˆ)
Bˆ
∂E
∂ρ
(Aˆ,Bˆ)
(~ˆr)Aˆ (4.94)
L'expression du hamp moyen dans le as général peut ainsi être obtenue très simplement
en onnaissant l'ensemble des opérateurs Wˆ(Aˆ,Bˆ), qui néessitent à leur tour la onnaissane
des paires d'opérateurs (Aˆ, Bˆ) des densités loales onstituant la fontionnelle de l'énergie.
Nous metterons en appliation onrète e formalisme après avoir abordé dans la setion
suivante les modiations néessaires à apporter à la fontionnelle de Skyrme pour restaurer
l'invariane Galiléenne. En eet La fontionnelle de Skyrme que nous avons exposé n'est
valide uniquement que pour les noyaux sphériques, et pour la matière nuléaire innie. Si
l'on souhaite étudier des noyaux déformés, ou l'implémenter dans le adre d'un modèle
dynamique, ertaines quantités doivent être ajoutées an de orriger ette fontionnelle.
Nous allons maintenant onsarer une partie de notre exposé à l'étude de es orretions.
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4.4.3 Restauration de l'invariane Galiléenne.
Une des limitations générales propre à toutes les approhes de hamp moyen, où la
fontion d'onde globale est fatorisée dans le produit de quantités de partiule seule, est
le fait que le mouvement du entre de masse ne se sépare pas du mouvement relatif. Cei
est vrai même en l'absene d'antisymétrisation. Prenons l'exemple d'un système onstitué
de deux partiules, dont les états à une partiule sont des gaussiennes, où nous négligerons
les états liés au spin et à l'isospin par soui de simpliité. La fontion d'onde totale du
système est dénie par :
〈~r1, ~r2|qk(t), ql(t)〉 = exp
(
−(~r1 − ~rk(t))
2
2ak(t)
− (~r2 − ~rl(t))
2
2al(t)
+ i~r1.~pk(t) + i~r2.~pl(t)
)
(4.95)
et le mouvement du entre de masse peut se mettre en évidene tel que :
〈~r, ~R|q
rel
(t), Q
CM
(t)〉 = exp
(
−(~r − ~rrel(t))
2
2a
rel
(t)
− (
~R− ~R
CM
(t))2
2A
CM
(t)
+ i~r.~p
rel
(t) + i ~R. ~P
CM
(t)
)
(4.96)
ave ~r = ~r1 − ~r2 et ~R = (~r1 + ~r2)/2, où l'on a respeté une ondition sur les largeurs de
gaussiennes tel que ak(t) = al(t). Dans e as on obtient :
~R
CM
(t) = ~rk(t) + ~rl(t) ~rrel(t) = ~rk(t)− ~rl(t)
~P
CM
(t) = ~pk(t) + ~pl(t) ~Prel(t) = ~pk(t)− ~pl(t)
A
CM
(t) =
a(t)
2
a
rel
(t) = 2a(t) = 4A
CM
(t) (4.97)
Cette fatorisation n'est pas possible dans le as général ak(t) 6= al(t). Même si les deux
varianes sont identiques, on voit bien qu'on ne peut pas avoir une onde plane pour le
entre de masse, et une fontion loalisée pour le mouvement relatif, ar les deux varianes
sont proportionnelles. Par onséquent la formulation n'est pas invariante sous une trans-
formation de Galilée. L'invariane Galiléenne peut par ontre être restaurée si l'on modie
à e but la forme de la fontionnelle d'énergie. Les parties de la fontionnelle qui vont être
aetées par une transformation de Galilée sont elles omportant une densité d'énergie
inétique, ou une densité de ourant de spin. Etant donné que avons négligé le terme de
ouplage spin-orbite, et le terme de ouplage spin-gradient, seul le terme de masse eetive
néessite d'être orrigé. Engel et al [105℄ ont proposé de restaurer la propriété d'invariane
Galiléenne, en modiant les quantités τqρq présentes dans le terme de masse eetive, par
la soustration d'une nouvelle densité vetorielle
~J tel que :
τqρq −→ τqρq − ~J2q (4.98)
où le ourant
~J est donné par :
~Jq(~r) =
1
2
3∑
k=1
(
ρ
(~ˆpk,κˆq)
(~r) + ρ
(κˆq ,~ˆpk)
(~r)
)
(4.99)
Dans notre formalisme ei s'érit
~Jq(~r) =
1
2
3∑
k=1
Tr
(
δ(~ˆr − ~r)κˆq
{
~ˆpk, ρˆ
})
(4.100)
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ave {} qui désigne l'anti-ommutateur des deux opérateurs. L'introdution de e ourant
est néessaire pour que la densité de matière au ours du temps vérie l'équation de
ontinuité, omme nous allons maintenant le démontrer. L'équation TDHF (4.69) s'érit
pour haune des espèes de partiules (q=n,p) par :
i
dρˆq
dt
=
[
hˆq[ρˆ], ρˆq
]
(4.101)
où l'operateur hˆq[ρˆ] est donné par la relation (4.94) tel que :
hˆq[ρˆ] =
∑
(Aˆ,Bˆ)
hˆ
(Aˆ,Bˆ)
=
∑
(Aˆ,Bˆ)
Bˆ
∂E
Skyrme
∂ρ
(Aˆ,Bˆ)
(~ˆr)Aˆ (4.102)
En identiant les opérateurs Aˆ et Bˆ dénissant les diérentes densités présentes dans la
fontionnelle, il vient tout d'abord pour la densité de partiules :
ρq(~r) = ρ(κˆq ,1)(~r) −→ hˆ(κˆq ,1) =
∂E
Skyrme
∂ρ
(κˆq ,1)
(~ˆr)κˆq
= Uq(~ˆr) (4.103)
où
Uq(~ˆr) = 2
(
a01ρ(~ˆr) + a02ρq(~ˆr)κˆq
)
+ (2 + α)a31ρ
α+1(~ˆr)
+a32
(
αρα−1(~ˆr)
(
ρ2p(~ˆr) + ρ
2
n(~ˆr)
)
+ 2ρα(~ˆr)ρq(~ˆr)κˆq
)
+a
E1
τ(~ˆr) + a
E2
τq(~ˆr)κˆq − 2aF1(~∇ρ)2(~ˆr)− 2aF2(~∇ρq)2(~ˆr)κˆq (4.104)
En utilisant la même méthodologie pour la densité d'énergie inétique nous avons :
τq(~r) =
3∑
k=1
ρ
(κˆq ~ˆpk,~ˆpk)
(~r) −→ hˆ
(κˆq ~ˆp,~ˆp)
=
3∑
k=1
~ˆpk
∂E
Skyrme
∂ρ
(κˆq ~ˆpk,~ˆpk)
(~ˆr)κˆq ~ˆpk
= ~ˆp.Aq(~ˆr)~ˆp (4.105)
ave
Aq(~ˆr) =
~
2
2m
+ a
E1
ρ(~ˆr) + a
E2
ρq(~ˆr)κˆq (4.106)
et de même pour la densité vetorielle
~Jq =
1
2
(
~J1q + ~J2q
)
, on obtient :
~J1q(~r) = ρ
(κˆq ,~ˆp)
(~r) −→ hˆ
(κˆq,~ˆp)
=
3∑
k=1
~ˆpk
∂E
Skyrme
∂ρ
(κˆq ,~ˆpk)
(~ˆr)κˆq
= −~ˆp.
(
a
E1
~J(~ˆr) + a
E2
~Jq(~ˆr)
)
κˆq (4.107)
ainsi que pour le deuxième terme :
~J2q(~r) = ρ
(~ˆp,κˆq)
(~r) −→ hˆ
(~ˆp,κˆq)
=
3∑
k=1
κˆq
∂E
Skyrme
∂ρ
(κˆq ,~ˆpk)
(~ˆr)~ˆpk
= −κˆq
(
a
E1
~J(~ˆr) + a
E2
~Jq(~ˆr)
)
.~ˆp (4.108)
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En sommant les relations (4.103), (4.105), (4.107) et (4.108), nous obtenons nalement :
hˆq[ρˆ] = Uq(~ˆr) + ~ˆp.Aq(~ˆr)~ˆp
−a
E1
(
~ˆp. ~J(~ˆr) + ~J(~ˆr).~ˆp
)
κˆq
−a
E2
(
~ˆp. ~Jq(~ˆr) + ~Jq(~ˆr).~ˆp
)
κˆq (4.109)
Il nous reste maintenant à aluler le ommutateur de l'équation (4.101) en insérant
ette dernière relation. Etant donné que la densité de partiules est donnée par la par-
tie diagonale de l'opérateur densité à un orps ρq(~r) = 〈~r|ρˆq|~r〉, il faut évaluer la quan-
tité 〈~r|
[
hˆq[ρˆ], ρˆq
]
|~r〉 = Tr
(
δ(~r − ~ˆr)
[
hˆq[ρˆ], ρˆq
])
. Le premier ommutateur est simplement
donné par :
Tr
(
δ(~r − ~ˆr)
[
Uq(~ˆr), ρˆq
])
= 0 (4.110)
Calulons maintenant le deuxième ommutateur qui est beauoup plus déliat à évaluer :
Tr
(
δ(~r − ~ˆr)
[
~ˆp.Aq(~ˆr)~ˆp, ρˆq
])
=
~
2
2m
Tr
(
δ(~r − ~ˆr)
[
~ˆp2, ρˆq
])
+a
E1
Tr
(
δ(~r − ~ˆr)
[
~ˆp.ρ(~ˆr)~ˆp, ρˆq
])
+a
E2
Tr
(
δ(~r − ~ˆr)
[
~ˆp.ρq(~ˆr)~ˆp, ρˆq
])
(4.111)
Sahant que l'expression de la densité vetoriel
~J est donnée par la relation (4.100), et que
la divergene d'un ourant vetorielle
~V est donnée par :
div
(
~V
)
=
i
~
3∑
k=1
Tr
(
δ(~r − ~ˆr)
[
~pk, ~Vk
])
(4.112)
il vient pour la divergene de
~Jq :
div
(
~Jq
)
=
i
2~
3∑
k=1
Tr
(
δ(~r − ~ˆr)
[
~pk, κˆq
{
~ˆpk, ρˆ
}])
=
i
2~
Tr
(
δ(~r − ~ˆr)
[
~ˆp2, ρˆq
])
(4.113)
et on peut don en déduire l'expression du premier terme intervenant dans l'équation
(4.111). Il nous reste les deux autres termes à évaluer, où l'on peut avoir dans le as
4.4. IMPLÉMENTATION DE L'INTERACTION NUCLÉAIRE. 67
général :
Tr
(
δ(~r − ~ˆr)
[
~ˆp.ρq′(~ˆr)~ˆp, ρˆq
])
= 〈~r|~ˆp.ρq′(~ˆr)~ˆpρˆq|~r〉 − 〈~r|ρˆq~ˆp.ρq′(~ˆr)~ˆp|~r〉
= −~2
∫ ∫
d3~r′d3~r′′δ′(~r − ~r′)δ′(~r′ − ~r′′)ρq′(~r′)〈~r′′|ρˆq|~r〉
+~2
∫ ∫
d3~r′d3~r′′δ′(~r′ − ~r)δ′(~r′′ − ~r′)ρq′(~r′)〈~r|ρˆq|~r′′〉
= −~2
∫
d3~r′d3δ′(~r − ~r′)ρq′(~r′)−→∇〈~r′|ρˆq|~r〉
~
2
∫
d3~r′δ′(~r′ − ~r)ρq′(~r′)〈~r|ρˆq|~r′〉←−∇
= −~2−→∇ρq′(~r).
(−→∇〈~r|ρˆq|~r〉+ 〈~r|ρˆq|~r〉←−∇)
−~2ρq′(~r)
(−→∇2〈~r|ρˆq|~r〉+ 〈~r|ρˆq|~r〉←−∇2) (4.114)
et à l'aide des relations (4.100) et (4.113), on peut érire :
Tr
(
δ(~r − ~ˆr)
[
~ˆp.ρq′(~ˆr)~ˆp, ρˆq
])
= −2i~
(
ρq′
−→∇. ~Jq +−→∇ρq′ . ~Jq
)
= −2i~−→∇
(
ρq′ ~Jq
)
(4.115)
On en déduit don l'expression de la relation (4.111) en utilisant les équations (4.113), et
(4.115) :
Tr
(
δ(~r − ~ˆr)
[
~ˆp.Aq(~ˆr)~ˆp, ρˆq
])
= −i~
2
m
−→∇. ~Jq − 2i~−→∇.
(
a
E1
ρ ~Jq + aE2ρq ~Jq
)
(4.116)
Il nous reste enn à aluler les deux derniers ommutateurs, où la méthodologie est simi-
laire à la préédente. Nous devons aluler dans le as général l'expression Tr
(
δ(~r − ~ˆr)
[(
~ˆp. ~Jq′(~ˆr) + ~Jq′(~ˆr) .
Il vient tout d'abord pour le premier terme :
Tr
(
δ(~r − ~ˆr)
[(
~ˆp. ~Jq′(~ˆr)
)
κˆq′ , ρˆq
])
= 〈~r|~ˆp. ~Jq′(~ˆr)ρˆq|~r〉 − 〈~r|ρˆq ~ˆp. ~Jq′(~ˆr)|~r〉
=
~
i
∫
d3~r′δ′(~r − ~r′) ~Jq′(~r′)〈~r′|ρˆq|~r〉
−~
i
∫
d3~r′δ′(~r′ − ~r) ~Jq′(~r)〈~r|ρˆq|~r′〉
=
~
i
(−→∇ ~Jq′ρq(~r) +−→∇.〈~r|ρˆq|~r〉 ~Jq′(~r) + 〈~r|ρˆq|~r〉←−∇ . ~Jq′(~r))
=
~
i
−→∇.
(
ρq ~Jq′
)
(~r) (4.117)
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et pour le seond terme tel que :
Tr
(
δ(~r − ~ˆr)
[(
~Jq′ .~ˆp(~ˆr)
)
κˆq′ , ρˆq
])
= 〈~r| ~Jq′(~ˆr).~ˆpρˆq|~r〉 − 〈~r|ρˆq ~Jq′(~ˆr).~ˆp|~r〉
=
~
i
∫
d3~r′δ′(~r − ~r′) ~Jq′(~r)〈~r′|ρˆq|~r〉
−~
i
∫
d3~r′δ′(~r′ − ~r) ~Jq′(~r′)〈~r′|ρˆq|~r〉
=
~
i
(−→∇. ~Jq′ρq(~r) +−→∇.〈~r|ρˆq|~r〉 ~Jq′(~r) + 〈~r|ρˆq|~r〉←−∇. ~Jq′(~r))
=
~
i
−→∇.
(
ρq ~Jq′
)
(4.118)
et on en déduit à l'aide des deux relations préédentes que :
Tr
(
δ(~r − ~ˆr)
[(
~ˆp. ~Jq′(~ˆr) + ~Jq′(~ˆr).~ˆp
)
κˆq′, ρˆq
])
= −2i~−→∇ .
(
ρq ~Jq′
)
(4.119)
se qui nous permet d'avoir l'expression des deux ommutateurs restants où :
Tr
(
δ(~r − ~ˆr)
[
a
E1
(
~ˆp. ~J(~ˆr) + ~J(~ˆr).~ˆp
)
κˆq, ρˆq
])
= −2ia
E1
~
−→∇.
(
ρq ~J
)
(4.120)
et
Tr
(
δ(~r − ~ˆr)
[
a
E2
(
~ˆp. ~Jq(~ˆr) + ~Jq(~ˆr).~ˆp
)
κˆq, ρˆq
])
= −2ia
E2
~
−→∇ .
(
ρq ~Jq
)
(4.121)
En utilisant les relations (4.101), (4.110), (4.116), (4.120), et (4.121) la partie diagonale de
l'équation TDHF dans la représentation |~r〉 pour haque espèe de partiules est donnée
par :
i~
dρq
dt
= 2ia
E1
−→∇.
(
~Jρq − ~Jqρ
)
− i~
2
m
−→∇.
(
~Jq
)
(4.122)
et il vient nalement pour la densité totale :
dρ
dt
+
~
m
div
(
~J
)
= 0 (4.123)
Cette équation est une équation de onservation de harge pour la densité de partiules. Ce
résultat implique que l'invariane Galiléenne a été restaurée grâe à l'ajout de la densité
vetorielle
~J . Si l'on souhaite par la suite tenir ompte des termes de spin-orbite, et de spin-
gradient, d'autres ourants devront être introduits dans la dénition de la fontionnelle an
de respeter les équations de ontinuité pour les densités de spin.
Nous avons à présent une fontionnelle de Skyrme omplète pour le modèle FMD. Nous
allons maintenant proéder au alul expliite des équations d'évolution des paramètres
dynamiques (4.14).
4.4.4 Dérivation systématique du hamp moyen.
La méthodologie présente introduite au paragraphe (4.4.2) va nous permettre de dériver
failement la fontionnelle de Skyrme. En utilisant les relations (4.92) et (4.94), on en
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déduit que pour une espèe de partiules donnée, la dérivation du hamp moyen peut
s'érire omme la trae d'une somme d'opérateurs :
∂H
Skyrme
∂qµ
=
∑
(Aˆ,Bˆ)
Tr
(
Bˆ
∂E
Skyrme
∂ρ
(Aˆ,Bˆ)
(~ˆr)Aˆ
∂ρˆ
∂qµ
)
= Tr
(
hˆq[ρˆ]
∂ρˆ
∂qµ
)
(4.124)
En utilisant l'opérateur du hamp moyen hˆq[ρˆ] ainsi que la propriété de triylité des traes,
nous obtenons :
∂H
Skyrme
∂qµ
= Tr
(
~ˆp.Aq(~ˆr)~ˆpκˆq
∂ρˆ
∂qµ
)
+ Tr
(
Uq(~ˆr)κˆq
∂ρˆ
∂qµ
)
−a
E1
Tr
((
~ˆp. ~J(~ˆr) + ~J(~ˆr).~ˆp
)
κˆq
∂ρˆ
∂qµ
)
−a
E2
Tr
((
~ˆp. ~Jq(~ˆr) + ~Jq(~ˆr).~ˆp
)
κˆq
∂ρˆ
∂qµ
)
= Tr
(
Aq(~ˆr)~ˆp
∂ρˆ
∂qµ
~ˆpκˆq
)
+ Tr
(
Uq(~ˆr)
∂ρˆ
∂qµ
κˆq
)
−a
E1
Tr
(
~J.
{
∂ρˆ
∂qµ
, ~ˆpκˆq
})
− a
E2
Tr
(
~Jq.
{
∂ρˆ
∂qµ
, ~ˆpκˆq
})
(4.125)
et en utilisant les dénitions des diérentes densités présentes dans la fontionnelle, la trae
se réduit à :
∂H
Skyrme
∂qµ
=
∫
d3~r
(
Aq(~r)
∂τq(~r)
∂qµ
+ Uq(~r)
∂ρq(~r)
∂qµ
)
−2
∫
d3~r
(
a
E1
~J(~r) + a
E2
~Jq(~r)
)
.
∂ ~J(~r)q
∂qµ
(4.126)
Nous avons ainsi toutes les relations qui nous permettent l'implémentation de l'in-
teration de Skyrme au sein du modèle FMD. L'ensemble des expressions des diérentes
densités, ainsi que de leur dérivées dans la représentation |~r〉 sont données en annexe (A.9).
La fontionnelle de Skyrme ainsi que ses dérivées devrons être estimées à haque pas en
temps. Pour aluler es diérentes intégrales, l'espae des positions à trois dimensions sera
disrétisé à l'aide d'un réseau, et l'on devra tabuler sur haun des noeuds de e réseau
les diérentes densités. Dans la plupart de nos aluls, nous prendrons un réseau ayant
un pas de 1fm, et nous utiliserons des boites de longueur L = 16 fm soit un volume de
V = 4096 fm3. Le temps de alul assoié à notre modèle est une fontion qui roît omme
le arrée du nombre de partiules multiplié par le volume du réseau :
t
Skyrme
∝ (N2 + Z2)V (4.127)
où N et Z représentent le nombre de neutrons et de protons respetivement. Dans le
as des modèles AMD et FMD publiés dans la littérature [21, 70℄ qui n'utilisent pas le
formalisme de la fontionnelle de la densité, et évaluent don l'énergie moyenne H à l'aide
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de l'opérateur densité à deux orps, la roissane du temps de alul est proportionnelle
au nombre de partiules à la puissane quatre :
t
Gogny
∝ (N4 + Z4) (4.128)
Cela implique que la formulation du modèle FMD à l'aide de la fontionnelle de la den-
sité est très avantageuse, si l'on souhaite faire des aluls pour des très grands systèmes.
Nous estimons que ette approhe ommene à devenir plus avantageuse pour des systèmes
ayant pour au moins l'une des deux espèes, un nombre de partiules supérieur à environ
soixante. Nous allons voir que le fait de tabuler la densité de partiule pour l'intera-
tion nuléaire peut être également très utile pour le alul de l'interation Coulombienne.
L'implémentation de ette dernière fera l'objet de notre prohaine sous-partie.
4.5 Implémentation de l'interation Coulombienne.
Nous allons maintenant nous intéresser à l'implémentation de l'interation Coulombi-
enne. Un alul naïf de l'interation Coulombienne à l'aide de l'équation (4.54), néessit-
erait l'usage de l'opérateur densité à deux orps. Cela impliquerait que le temps de alul
de notre modèle augmenterait omme le nombre de partiules à la puissane quatre, e que
nous herhons à tout pri à éviter. Il va don falloir trouver de nouveau une solution plus
astuieuse pour aluler l'interation Coulombienne qui n'utilise que l'opérateur densité à
un orps, an de onserver notre omplexité en A2. Nous séparerons par la suite l'énergie
d'interation Coulombienne en un terme diret et un terme d'éhange où :
H
Coul
= H
Coul-Diret
+H
Coul-Ehange
=
∫
d3~r (E
Coul-Diret
(~r) + E
Coul-Ehange
(~r)) (4.129)
et nous proposerons pour haun de es termes une méthode permettant des les aluler.
4.5.1 Calul du terme diret.
L'opérateur densité à un orps étant estimé dans la représentation |~r〉 pour le alul de
l'interation nuléaire, il est aisé de l'utiliser an de aluler le terme diret de l'énergie
Coulombienne d'interation :
H
Coul-Diret
=
∫
d3~rρc(~r)VCoul(~r) (4.130)
où ρc est la densité de harge et VCoul le potentiel Coulombien déni par :
V
Coul
(~r) =
α~c
2
∫
d3~r′
ρc(~r
′)
|~r − ~r′| (4.131)
Néanmoins ette estimation de l'énergie Coulombienne n'est pas numériquement eae,
ar elle omporte un temps de alul roissant omme le pas du réseau à la puissane six, e
qui élimine entièrement l'avantage numérique de la formulation en terme de fontionnelle de
la densité. Il est possible de ontourner ette diulté en utilisant l'équation de Poisson.
Cette équation donne le potentiel d'interation Coulombienne, à l'aide de la densité de
harge tel que :
∆V
Coul
(~r) = −4πα~cρc(~r) (4.132)
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et qui orrespond à un temps de alul seulement proportionnel au volume du réseau, e
qui est numériquement plus avantageux que la première méthode proposée. La résolution
numérique de l'équation de Poisson peut s'obtenir à l'aide d'une méthode de diérenes
nies [110℄. Cette résolution néessite la onnaissane des onditions à la limite du problème
à étudier. Elle sera diérente pour des systèmes nies, tels que les noyaux, ou de systèmes
innis tels que la matière d'étoile. Nous reviendrons plus tard sur les détails de sa résolution
dans haun des hapitres onernant es deux types de systèmes.
4.5.2 Calul du terme d'éhange.
Le terme d'éhange est beauoup plus simple à mettre en oeuvre que le terme diret.
En eet il peut être alulé très failement à l'aide de l'approximation de Slater [106℄, qui
est intensément utilisée dans la plupart des aluls Hartree-Fok usuels [107, 108℄. Cette
dernière donne le terme d'éhange de l'énergie d'interation Coulombienne omme une
fontionnelle de la densité de harge :
H
Coul-Ehange
= −α~c3
4
(
3
π
)1/3 ∫
d3~rρ4/3c (~r) (4.133)
La densité d'énergie Coulombienne dénie par les relations (4.130) et (4.133), peut être
simplement ajoutée à la fontionnelle Hartree-Fok que nous avons déni par l'équation
(4.76).
4.5.3 Eet de l'interation Coulombienne sur les équations de
mouvement.
Le hamp moyen assoié à l'interation Coulombienne peut être aisément alulé. Dans
le as de l'énergie Coulombienne seule la densité de partiules interviens dans la fontion-
nelle. Il vient don dans un premier temps :
∂H
Coul
∂qµ
= Tr
(
hˆ
C
[ρˆ]
∂ρˆ
∂qµ
)
(4.134)
où hˆ
C
[ρˆ] est donnée par :
hˆ
C
[ρˆ] = κˆ
C
∂E
Coul-Diret
∂ρ
(κˆq ,1)
+ κˆ
C
∂E
Coul-Ehange
∂ρ
(κˆq ,1)
= κˆ
C
(
V
Coul
(~ˆr)− α~c
(
3
π
)1/3
ρ1/3c (~ˆr)
)
(4.135)
et κˆ
C
est le projeteur sur les états de partiules hargées. En alulant la trae, l'équation
(4.134) se réduit simplement à l'intégrale suivante :
∂H
Coul
∂qµ
=
∫
d3~r
(
V
Coul
(~r)− α~c
(
3
π
)1/3
ρ1/3c (~r)
)
∂ρc(~r)
∂qµ
(4.136)
Nous avons ainsi tous les ingrédients qui nous permettent d'implémenter l'énergie d'inter-
ation Coulombienne pour un système de fermions. L'ajout de l'interation Coulombienne
ne hange pas signiativement le temps de alul, qui respete toujours la relation (4.127).
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Nous allons maintenant proéder à la réalisation numérique du modèle FMD. Nous
exposerons les diérentes méthodes numériques utilisées aussi bien pour le modèle dy-
namique, que pour le modèle statique.
4.6 Réalisation numérique.
L'équation (4.14) étant soluble analytiquement seulement pour des as bien partiuliers,
on a souvent reours à des méthodes numériques an d'en extraire des solutions. Le but de
ette partie est d'illustrer deux méthodes de résolution numérique. L'une pour le modèle
dynamique, et l'autre pour le modèle statique employé pour obtenir l'état fondamental des
noyaux. Nous les testerons à l'aide de diérents as modèle qui admettent des solutions
analytiques. Nous verrons qu'ils existent également ertains ritères permettant de valider
la résolution numérique des équations.
4.6.1 Le modèle dynamique.
Méthode d'intégration.
La onnaissane de l'évolution dynamique des diérents paramètres qµ du modèle FMD,
néessite la résolution numérique d'un système d'équations diérentielles non linéairement
ouplées, et qui est aratérisé par l'équation (4.14). Il faudra don hoisir une méthode
d'intégration qui donne une solution du problème ave une exellente préision, une très
bonne stabilité, et qui soit à la fois simple à implémenter tout en étant peu oûteuse
numériquement. Nous allons d'abord introduire la méthodologie numérique que nous avons
hoisi pour solutionner notre problème. D'une manière générale lorsque l'on veut résoudre
un système de N équations diérentielles ouplées, on peut le poser tel que :
dy1
dt
= f1(y1, y2, · · · , yN , t)
dy2
dt
= f2(y1, y2, · · · , yN , t)
.
.
.
dyN
dt
= fN (y1, y2, · · · , yN , t) (4.137)
où les yi sont les N variables dynamiques que l'on herhe à onnaître au ours du temps,
et les fi sont les N équations qui ouplent l'évolution dynamique de es dernières. On peut
regrouper et ensemble sous forme vetorielle tel que :
~y = (y1, y2, . . . , yN) et ~f = (f1, f2, . . . , fN) (4.138)
où le système d'équations diérentielles se réduit sous une forme plus ompate par :
d~y
dt
= ~f (~y, t) (4.139)
Lorsque l'on herhe une solution numérique à e problème, il faut dénir un pas disret ∆t
d'intégration en temps, et partir d'une ondition initiale au temps t0. Pour haque instant
t(n) déni par :
t(n) = t(n−1) +∆t −→ t(n) = t(0) + n∆t (4.140)
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on détermine pas à pas la solution du veteur ~y(t(n)) = ~y(n), à l'aide des solutions an-
térieures. De nombreuses méthodes ont été développées au ours du temps, et ei ave
des niveaux d'approximations diérentes. La méthode d'ordre quatre de Runge et Kutta
[109, 110℄ est ouramment utilisée. Son suès s'explique par sa simpliité de mise en oeu-
vre, sa très bonne stabilité dans la plupart des problèmes, et une très bonne onvergene
des solutions numériques. Le shéma d'intégration est le suivant :
~y(n+1) = ~y(n) +
∆t
6
(
~k
(n)
1 + 2
~k
(n)
2 + 2
~k
(n)
3 +
~k
(n)
4
)
+O(∆t5) (4.141)
où les diérents veteurs
~ki sont dénis par :
~k
(n)
1 =
~f (n)
~k
(n)
2 = ~y
(n) +
∆t
2
~f
(
~k
(n)
1 , t
(n)
)
~k
(n)
3 = ~y
(n) +
∆t
2
~f
(
~k
(n)
2 , t
(n+1/2)
)
~k
(n)
4 = ~y
(n) +∆t ~f
(
~k
(n)
3 , t
(n+1/2)
)
(4.142)
On peut remarquer que le shéma d'intégration néessite quatre évaluations du veteur
~f ,
et ei à haque pas en temps. Dans le as où l'estimation du veteur
~f s'avère très lourde
numériquement, la méthode de Runge et Kutta devient don peu eae. Une méthode
permettant de solutionner e problème est donné par les shéma d'intégrations de Adams
[109, 110℄. Le shéma ouvert d'ordre quatre donne la même préision que le shéma de
Runge et Kutta du même ordre. Il ne néessite ependant qu'une seule estimation du
veteur
~f pour un instant t(n) donné, ainsi qu'une onnaissane de e même veteur à des
instants antérieurs tel que :
~y(n+1) = ~y(n) +
∆t
24
(
55~f (n) − 59~f (n−1) + 37~f (n−2) − 9~f (n−3)
)
+O(∆t5) (4.143)
Néanmoins e shéma d'intégration ne permet pas d'initier le proessus d'intégration pour
les trois premières itérations ar l'on ne peut pas onnaître
~f (−3), ~f (−2), et ~f (−1). Pour
démarrer, il faut don utiliser le shéma de Runge et Kutta an de tabuler les premières
valeurs de
~f .
La méthode proposée peut également être étendue en utilisant le shéma fermé du
même ordre. Le prinipe est de réinjeter dans un premier temps la solution trouvée à
l'aide du shéma ouvert dans e dernier, et ensuite d'en estimer par itérations suessives
une meilleurs valeur de ~y(n+1) jusqu'à onvergene. Pour la r-ème itération, le shéma de
Adams fermé à l'ordre quatre est donnée par :
~y
(n+1)
(r) = ~y
(n) +
∆t
24
(
9~f
(n+1)
(r) + 19
~f (n) − 5~f (n−1) + ~f (n−2)
)
+O(∆t5) (4.144)
où
~f
(n+1)
(r) =
~f
(
~y
(n+1)
(r−1) , t
(n+1)
)
(4.145)
La formule fermée, étant itérative, onsomme beauoup plus de temps de alul que la
formule ouverte, puisqu'il faut aluler
~f à plusieurs reprises. Néanmoins elle est beauoup
plus stable, plus préise, et rapidement plus onvergente que le shéma ouvert. Dans notre
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réalisation du modèle FMD, nous ombinons les deux méthodes en se limitant à un nombre
maximum de deux itérations en e qui onerne le shéma fermé. Le fait de ombiner les
shémas ouvert et fermé de Adams onstitue e que l'on appelle une méthode de préditeur-
orréteur, qui allie les avantages d'une méthode fermée, en supprimant les inonvénients
du temps de alul, grâe à une première estimation à l'aide de la méthode ouverte. Nous
allons maintenant appliquer le prinipe de ette méthode à la résolution numérique de
l'équation (4.14), et nous l'appliquerons à des as modèle, an de valider l'algorithme de
notre modèle FMD.
Tests du modèle ave des partiules libres.
Le premier as modèle qui peut être étudié est le as simple de fermions libres sans
interation. Le Hamiltonien du système se réduit uniquement à onsidérer le Hamiltonien
d'énergie inétique (4.51). Le système admet une solution analytique exate qui peut être
vériée numériquement. Chaune des partiules aura des équations de mouvement données
par des équations diérentielles indépendantes :
d~rk
dt
=
~pk
m
d~pk
dt
= 0
dφk
dt
= 0
dχk
dt
= 0 (4.146)
e qui onstitue des équations de mouvement lassiques pour haune des gaussiennes. En
termes des paramètres ak et ~bk dénis par les équations (4.19) et (4.20), nous obtenons le
systèmes d'équation suivant :
dak
dt
= i
~
m
d~bk
dt
= 0
dφk
dt
= 0
dχk
dt
= 0 (4.147)
et qui admet omme solution analytique, les relations :
ak(t) = i
~
m
t+ ak(0)
~bk(t) = ~bk(0)
φk(t) = φk(0)
χk(t) = χk(0) (4.148)
Les fermions libres et sans interation admettent une trajetoire retiligne et uniforme,
qui se traduit par des paramètres de gaussiennes qui restent onstants au ours du temps.
Seules les parties imaginaires des largeurs des gaussiennes roissent linéairement au ours
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du temps, 'est à dire que les paquets d'onde gaussiens tendent à s'étaler indéniment au
ours du temps, et à se déloaliser sous la forme d'onde plane.
Le test qui va permettre de valider notre algorithme, va onsister à vérier le système
d'équations (4.14), 'est à dire à omparer la solution numérique ave la solution analytique
(4.148). Notre alul onsiste à initialiser aléatoirement l'ensemble des paramètres pour
un nombre donné de paquets d'onde gaussiens, et d'appliquer l'algorithme de préditeur-
orreteur an d'obtenir une solution numérique des équations de mouvement. Le premier
ritère qui donne une indiation sur la abilité de notre algorithme, est la onservation de
l'énergie totale du système. La qualité de ette onservation est illustré sur la gure (4.1),
et montre qu'elle est parfaitement onservée pour e as modèle. La onservation n'est pas
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Fig. 4.1  Evolution temporelle de l'énergie totale d'un système de quatre fermions libres.
exate pour d'autres as, à ause de la propagation des erreurs numériques. Toutefois dans
tous nos aluls, la variation de l'énergie totale du système n'est pas supérieure à 0.1% de
elle de l'instant initial pour un laps de temps de 1000 fm/.
Si l'on regarde maintenant l'évolution des paramètres d'une des gaussiennes du système,
on remarque que la solution numérique respete très préisément la solution analytique. En
e qui onerne la partie imaginaire de la largeur de la gaussienne représenté sur la gure
(4.2), son équation d'évolution est parfaitement vériée, et l'on peut remarquer que l'erreur
absolue ommise par rapport à la solution analytique ∆a
I
= |aIanalytique − aInumerique|
est inférieur à 10−10 pour un pas en temps xé à ∆t = 0.05fm/, tel que ∆a
I
< ∆t5.
L'ensembles des gures (4.3) et (4.4) montre lairement, que tous les autres paramètres
restent onstants au ours du temps, aussi bien pour la partie réelle de la largeur de la
gaussienne, le veteur omplexe
~bk, et les deux phases liées au spin φk et χk. Nous allons
maintenant étendre nos tests à un autre as modèle, qui est elui d'un système de partiules
sans interation plongées dans un potentiel externe harmonique.
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Fig. 4.2  Représentation de l'évolution temporelle de la largeur imaginaire de la gaussi-
enne, en trait plein pour la solution numérique, et en arrés pour la solution analytique (à
gauhe), ainsi que de l'erreur absolue ommise (à droite) pour une partiule donnée d'un
système de 4 fermions libres.
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Fig. 4.3  Evolution temporelle des phases du spin pour une partiule donnée d'un système
de 4 fermions libres.
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Fig. 4.4  Evolution temporelle des diérentes omposantes du veteur omplexe
~b pour
une partiule donnée d'un système de 4 fermions libres, ainsi que de la partie réelle de la
largeur de la gaussienne.
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Tests du modèle ave un potentiel externe harmonique.
Un autre as modèle qui admet des solutions analytiques, est elui de l'osillateur
harmonique donnée par le Hamiltonien suivant :
Hˆ
HO
= Hˆ
Cin
+ Hˆ
Pot
(4.149)
où le Hamiltonien d'énergie potentielle est donné par :
Hˆ
Pot
=
A∑
i=1
1
2
mω2~ˆr2i (4.150)
ave ω la pulsation de l'osillateur. Etant donné que nous sommes uniquement en présene
d'opérateurs à un orps indépendants de la densité, les expressions de la valeur moyenne du
Hamiltonien d'énergie potentielle, ainsi que de ses dérivées, admettent les mêmes formes
que elles de la partie inétique du système :
H
Pot
=
1
2
mω2Tr
(
~ˆr2ρˆ
)
=
1
2
mω2
A∑
k=1
A∑
l=1
〈qk|~ˆr2|ql〉Olk (4.151)
et
∂H
Pot
∂qµ
= mω2
A∑
k=1
Re
[
Okm
〈
∂qm
∂qµ
∣∣∣∣ ~ˆr2
∣∣∣∣qk
〉
−
A∑
l=1
〈ql|~ˆr2|qk〉
A∑
n=1
Okm
〈
∂qm
∂qµ
∣∣∣∣qn
〉
Onl
]
(4.152)
où l'ensemble des éléments de matries est donné en annexe (A.6). Les équations de mou-
vement pour haune des partiules sont données par :
d~rk
dt
=
~pk
m
d~pk
dt
= −mω2~rk
dφk
dt
= 0
dχk
dt
= 0 (4.153)
et peuvent être réérites en termes d'équations d'évolution pour les paramètres ak et ~bk :
dak
dt
= −imω
2
~
a2k + i
~
m
d~bk
dt
= −imω
2
~
ak~bk
(4.154)
Seul le système d'équations diérentielles (4.153) admet une solution analytique, et dans
le as où l'on onsidère pour ondition initiale que les impulsions ~pk des partiules sont
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nuls, nous obtenons la solution bien onnue :
~rk(t) = ~rk(0) cos (ωt)
~pk(t) = −mω~rk(0) sin (ωt)
φk(t) = φk(0)
χk(t) = χk(0) (4.155)
Comme pour le as des partiules libres, nous pouvons vérier à l'aide de la gure (4.5)
que la onservation de l'énergie est très bien respetée, et qu'il y a un éhange énergétique
entre l'énergie inétique et potentielle à la pulsation 2ω. Ce qui est déjà un très bon
indiateur en e qui onerne la résolution de nos équations de mouvements. Les gures
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Fig. 4.5  Evolution de l'énergie inétique, potentielle et totale, d'un système de 4 nuléons
plongés dans un puit harmonique, et sans interation ave
1
2
mω2 = 0.1MeV.fm−2.
(4.6) montrent que la résolution numérique de (4.14) respete bien les relations données
par le jeu d'équations diérentielles (4.154). Néanmoins il ne s'agit que d'un test, qui ne
donne auune information sur la qualité de la méthode d'intégration. Les gures (4.7)
montrent que les phases assoiées au spin restent onstantes au ours du temps. Le test
le plus probant onsiste à omparer la solution analytique et numérique pour l'évolution
dynamique des positions et des impulsions. Les gures (4.8) et (4.9) montrent lairement
qu'il y a un très bon aord entre la solution numérique et la solution analytique, et que
les erreurs relatives pour haune des observables respetent une méthode d'intégration
d'ordre quatre, 'est à dire sont toujours inférieurs à ∆t5 .
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Fig. 4.6  Dérivée temporelle de haun des paramètres (roix), ainsi que les expressions
des membres de gauhe du système d'équations diérentielles (4.154).
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Fig. 4.7  Evolution temporelle des phases du spin pour une partiule provenant d'un
système de fermions libres, plongés dans un puit harmonique.
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Fig. 4.8  Les gures de la olonne de gauhe représentent l'évolution temporelle des om-
posantes X,Y,et Z des positions ~rk d'une partiule provenant d'un système de fermions
plongé dans un puit harmonique. Les lignes en traits pleins représentent la solution
numérique, et les roix donnent les solutions analytiques. L'erreur absolue est représentée
sur les gures de la olonne de droite pour haune des observables. Le pas d'intégration
est ∆t = 0.05fm/.
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Fig. 4.9  Les gures de la olonne de gauhe représentent l'évolution temporelle des
omposantes Px,Py,et Pz des impulsions ~pk d'une partiule provenant d'un système de
fermions plongé dans un puit harmonique. Les lignes en traits pleins représentent la solution
numérique, et les roix donnent les solutions analytiques. L'erreur absolue est représentée
sur les gures de la olonne de droite pour haune des observables. Le pas d'intégration
est ∆t = 0.05fm/.
84 CHAPITRE 4. LE MODÈLE FMD.
Test du modèle pour un système nuléaire.
Nous allons maintenant réaliser des tests qui nous donneront des indiations sur la
bonne implémentation de la fontionnelle de Skyrme pour notre modèle. Nous pourrons
vérier d'une part la onservation de l'énergie totale du système, et d'autre part la restau-
ration de l'invariane Galiléenne. Le Hamiltonien total du système nuléaire est donné
omme la somme d'une partie inétique et d'une partie ontenant le potentiel de Skyrme
tel que :
Hˆ
Total
= Hˆ
Cin
+ Hˆ
Skyrme
(4.156)
où nous ne tiendrons pas ompte de l'énergie d'interation Coulombienne pour l'instant.
Nous disuterons son implémentation pour les noyaux nis lors du prohain hapitre. Pour
ette sous-partie, nous eetuerons l'ensemble de nos aluls ave la paramétrisation de
Skyrme de type SLy4d. An de tester l'invariane Galiléenne du système nuléaire, l'idée
générale est d'utiliser un noyau atomique dont le entre de masse est en mouvement re-
tiligne et uniforme, et d'appliquer à un moment donné un boost Galiléen, tout en vériant
que l'énergie d'interation nuléaire n'est pas aetée par elui-i. Nous eetuerons aussi
le même test sans implémenter la densité de ourant
~J dans la fontionnelle de Skyrme,
an de onstater qu'il existe une violation de l'invariane Galiléenne sous l'eet d'un boost.
Il faudra également veiller à e que la relation :
m
d~R
CM
dt
= ~P
CM
(4.157)
soit toujours respetée à tout instant, où
~R
CM
et
~P
CM
représentent respetivement la po-
sition et la quantité de mouvement du entre de masse du noyau.
Les gures (4.11) et (4.10) montrent respetivement l'évolution temporelle des dif-
férentes omposantes de l'énergie totale d'un noyau de arbone 12, ainsi que les diérentes
quantités de e dernier permettant de vérier la relation (4.157). Deux types de aluls
sont onsidérés, l'un tenant ompte de la restauration de l'invariane Galiléenne, et l'autre
l'ignorant en omettant la densité de ourant
~J de la fontionnelle de Skyrme. On peut
remarquer à l'aide des gures (4.11) que l'énergie totale du système est toujours onservée
dans haun des deux as, sauf au moment où l'on réalise le boost. Ce qui est tout à fait
normal ar nous avons ommuniqué une quantité d'énergie inétique supplémentaire au
système an de réaliser le boost, et e qui explique les disontinuités observées pour les
énergies inétique et totale du système. Si l'on regarde maintenant l'évolution temporelle
de l'énergie d'interation nuléaire, on peut onstater que elle-i reste onstante pour un
système invariant sous l'eet d'une transformation de Galilée, et qu'elle n'admet auune
disontinuité au moment du boost. Ces onditions ne sont plus vériées pour ette dernière,
si l'on regarde le alul où nous avons omis la densité de ourant
~J . Les gures (4.10) mon-
trent lairement que la relation (4.157), qui reète l'invariane sous une transformé de
Galilée, est uniquement respetée à tout instant seulement pour le as où la desnité de
ourant
~J est onsiderée.
Nous avons ainsi donné des indiations permettant de supposer que la fontionnelle de
Skyrme a été orretement implémentée dans notre ode de alul. Notre argumentation
sera d'autant plus appuyée par la suite, lorsque nous eetuerons des aluls de struture
nuléaire au ours du prohain hapitre. Nous allons maintenant passer à la réalisation
numérique du modèle statique.
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Fig. 4.10  Evolution temporelle des omposantes Px
CM
,Py
CM
,et Pz
CM
(en traits pleins),
ainsi que des quantités mdXCM
dt
,mdYCM
dt
,et mdZCM
dt
(en erles pleins) pour le entre de masse
d'un noyau de arbone 12. Les olonnes de droite et gauhe représentent respetivement
des aluls réalisés ave et sans la restauration de l'invariane Galiléenne, pour lesquelles
un boost Galiléen est opéré à t=10fm/. On remarque que la relation md
~R
CM
dt
= ~P
CM
est
parfaitement respetée même après avoir réalisé un boost Galiléen, uniquement lorsque l'on
tient ompte des omposantes de la fontionnelle de Skyrme permettant la restauration de
l'invariane Galiléenne.
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Fig. 4.11  Evolution temporelle des énergies inétique, nuléaire, et totale pour un noyau
de arbone 12, ave (olonne de droite) et sans (olonne de gauhe) la restauration de
l'invariane Galiléenne. On peut remarquer pour les deux as, que l'énergie totale admet
une disontinuité au moment du boost à t=10fm/, mais qu'elle est parfaitement on-
servée avant et après e dernier. Si l'on tient ompte des omposantes de la fontionnelle
de Skyrme permettant la restauration de l'invariane Galiléenne, l'énergie d'interation
nuléaire reste onstante au ourt du temps, et seule l'énergie inétique du système est
aetée par le boost Galiléen. Ce qui n'est pas le as si on ne tient pas ompte des orre-
tions, où l'on peut remarquer que l'énergie d'interation nuléaire admet une disontinuité
au moment du boost Galiléen.
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4.6.2 Le modèle statique.
La résolution de l'équation d'évolution (4.14) pour une solution stationnaire orrespond
à trouver l'état fondamental d'un système de fermions, qu'il soit ou non en interation.
Cei est vérié si et seulement si les dérivées de l'énergie totale du système par rapport à
haun des paramètres sont nulles :
∂H
∂qµ
= 0 ∀µ (4.158)
Une méthode simple permettant de trouver et état fondamental est d'initialiser aléa-
toirement tous les paramètres des gaussiennes, et ensuite d'appliquer une méthode dite de
gradient d'ordre un an de refroidir progressivement le système jusqu'à l'état fondamental.
Le shéma itératif de ette méthode est donné pour la nème itération par :
q(n)µ = q
(n−1)
µ − λ
∂H (Q(n−1))
∂q
(n−1)
µ
(4.159)
où λ est une variable, qui représente la visosité numérique. Elle est initialement xée à
des valeurs petites, et progressivement augmentée au ours des itérations jusqu'à atteindre
la onvergene. Le as le plus simple à étudier, et qui va nous permettre de tester ette
méthode, est de reonsidérer le as de l'osillateur harmonique pour lequel on onnait
exatement l'état fondamental. Pour e as bien onnu, l'énergie par partiule est donnée
par :
E = ~ω
(
nx + ny + nz +
3
2
)
(4.160)
où les ni représentent les nombres quantiques d'exitation. Pour un système de bosons,
l'état fondamental sera aratérisé par des nombres quantiques d'exitation identiquement
nuls pour toutes les partiules. Dans le as du modèle FMD, nous sommes en présene
de fermions, et l'on ne peut avoir de partiules possédant le même état quantique. On
va don peupler progressivement haun des niveaux, où haun pourra être oupé par
deux partiules identiques, à ause de la dégénéresene du spin 1/2 des partiules. Si l'on
onsidère l'exemple de quatre fermions identiques, l'état fondamental sera donné par deux
partiules ayant une énergie égale à
3
2
~ω, et les deux suivantes ave une énergie égale à 5
2
~ω,
soit une énergie totale égale à 8~ω. La résolution numérique de e problème est présentée
en gure (4.12). Cette gure montre qu'il y a un très bon aord entre la valeur numérique
et la valeur théorique de l'énergie du fondamental, et ei est obtenu ave une onvergene
assez rapide.Un autre test intéressant à eetuer pour vérier la bonne onvergene de
l'algorithme, est de regarder si le entre de masse du système onverge vers zéro. La gure
(4.13) démontre que ette ondition est parfaitement respetée pour le as étudié.
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Fig. 4.12  Evolution du refroidissement d'un système de quatre fermions libres plongés
dans un puit harmonique, où ~ω = 2, 88MeV. n représente le nombre d'itérations.
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Fig. 4.13  Evolution de la position du entre de masse au ours de l'évolution temporelle.
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4.7 Conlusion.
Au ours de e hapitre, nous avons re-dérivé les équations du modèle FMD dans un
formalisme Skyrme Hartree-Fok. Nous avons établi les diérentes onnexions qui exis-
tent entre elui-i et le modèle TDHF. Nous avons spéiquement démontré que résoudre
les équations de mouvement pour le modèle FMD est équivalent à résoudre les équations
TDHF. Cette équivalene nous a permis d'armer que la onnaissane de l'évolution dy-
namique de l'opérateur densité à un orps était susante pour la résolution des équations
FMD. Cei implique en partiulier que le alul de toute observable dans FMD, peut se ré-
duire au alul de fontionnelles de l'opérateur densité à un orps, et par onséquene avoir
un eort numérique de l'ordre de A2. Bien que le modèle FMD peut être perçu omme
une restrition du modèle TDHF à ause du fait que les états à une partiule sont im-
posés omme étant des gaussiennes, elui-i permettra néanmoins de reproduire les fortes
utuations de densité de l'éore des étoiles à neutrons. Nous avons par la suite proposé
une méthode systématique permettant d'obtenir relativement simplement la dérivation du
hamp moyen. An de ontrler la bonne réalisation numérique de notre modèle, de nom-
breux tests ont été établis à l'aide de as modèle. Des ritères supplémentaires ont été
utilisés par la suite an de valider l'implémentation de la fontionnelle de Skyrme. Avant
de réaliser toute étude thermodynamique ave notre modèle, nous allons tout d'abord
l'appliquer à des aluls de struture nuléaire. Ce qui fera l'objet du prohain hapitre.
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Chapitre 5
Appliation du modèle FMD à la
struture nuléaire.
5.1 Introdution.
Au ours du hapitre préédent, nous avons développé un modèle FMD qui a été onçu
pour être essentiellement utilisé à des ns astrophysiques, et plus partiulièrement pour
étudier la thermodynamique de la roûte interne des étoiles et protoétoiles à neutrons.
Néanmoins e modèle n'est pas restreint à e domaine, et e hapitre à pour but de présen-
ter ertains exemples d'appliation à la struture nuléaire. Durant es dernières années
le modèle AMD stritement apparenté au modèle FMD a été ombiné à la méthode de la
oordonnée génératrie (GCM) [57℄, dans le but d'étudier la struture des noyaux légers
[111, 112, 113℄. La méthode GCM onsiste à faire des projetions sous ontrainte des dif-
férents états possibles d'un noyau, et de moyenner l'ensemble de es états de telle sorte à
introduire des orrélations au delà du hamp moyen. Ces appliations sont bien au delà
des ambitions de e travail, et nous nous limiterons dans e hapitre à extraire des états
fondamentaux de ertains noyaux bien onnus. Ces fondamentaux pourront être omparés
à eux obtenus à l'aide de l'expériene, et du modèle Hartree-Fok bien établi. Cette om-
paraison pourra être vue omme un test onrmant la validité de notre modèle. Un autre
travail qui n'a jamais été réalisé à l'aide des modèles AMD/FMD, est elui onernant
l'étude des modes olletifs dans les noyaux. Ces derniers ont été intensivement étudiés
à l'aide du modèle TDHF, et de la RPA [57, 114℄ qui n'est rien d'autre qu'un TDHF
linéarisé. Les modes olletifs restent à l'heure atuelle un sujet d'atualité, et ertains
d'entre eux permettent d'obtenir des informations expérimentales sur l'équation d'état de
la matière nuléaire. Les résonanes géantes monopolaires en sont un exemple, elles per-
mettent l'extration du oeient d'inompressibilité de la matière nuléaire. Les modèles
AMD/FMD peuvent don être une approhe supplémentaire à l'étude des modes olletifs,
et l'ensemble des résultats obtenus à l'aide de es derniers pourront être onfrontés à eux
obtenus à l'aide des modèles TDHF et RPA. Nous aborderons don dans la dernière partie
de e hapitre, la réalisation de aluls théoriques de mouvements olletifs dans les noy-
aux à l'aide de FMD, et nous nous onentrerons essentiellement sur l'étude des résonanes
géantes monopolaires. Nous verrons que le modèle FMD présente ertaines limitations si
l'on herhe à étudier e mode spéique, mais qu'il pourra être utilisé plus eaement
pour d'autres modes olletifs.
Néanmoins avant de réaliser tout alul de struture nuléaire, nous allons ommener
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e hapitre par la résolution numérique de l'équation de Poisson, qui va nous permettre
d'implémenter l'interation Coulombienne dans les noyaux.
5.2 Implémentation de l'interation Coulombienne pour
les noyaux nis.
5.2.1 Prinipe de la méthode.
Nous avons vu au ours du hapitre préédent que la manière la plus astuieuse d'im-
plémenter l'interation Coulombienne est d'utiliser l'équation de Poisson, e qui va nous
donner le terme diret de l'énergie Coulombienne, et que le terme d'éhange peut être
estimé à l'aide de l'approximation de Slater. Jusqu'à présent, nous n'avons donné auune
information tehnique sur la résolution de l'équation de Poisson, but prinipal de ette
sous-partie. L'équation de Poisson est une équation loale dénie par :
∆V
Coul
(~r) = −4πα~cρc(~r) (5.1)
à partir de laquelle on peut en extraire le potentiel Coulombien V
Coul
(~r), si l'on onnaît la
densité de harge loale, qui dans notre as est identiquement égale à la densité de harge
protonique, ρc(~r) = ρp(~r). Sa résolution néessite de xer les onditions aux bords. En e
qui onerne le as d'un noyau ni, le potentiel Coulombien doit être nul à l'inni :
lim
~r→+∞
V
Coul
(~r) = 0 (5.2)
La résolution de l'équation de Poisson peut se faire à l'aide de la méthode des diérenes
nies [109, 110℄. Le shéma d'ordre deux à une dimension de l'équation (5.1) s'érit sous
la forme suivante :
vi+1 + vi−1 − 2vi
∆x2
= −4πα~cρc,i (5.3)
où les vi et les ρc,i sont respetivement les valeurs du potentiel Coulombien et de la densité
de harge sur le réseau disrétisé, et ∆x le pas du réseau. Ce shéma peut être étendu à des
ordres supérieurs, et à plusieurs dimensions, mais nous nous ontenterons pour l'instant de
e shéma pour expliquer le prinipe de notre méthode de résolution. Comme nous l'avons
évoqué dans le hapitre préédent, nos aluls FMD sont disrétisés sur un réseau de volume
V , sur lequel les diérentes densités sont tabulées dans le but de aluler la fontionnelle
de Skyrme. An de respeter la ondition (5.2), e réseau devra être susamment étendu
pour imposer les bonnes onditions aux bords pour le potentiel Coulombien. Ave ette
ondition, l'équation (5.3) devient un système d'équations linéaires qui peut s'érire sous
la forme suivante :

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ave fi = −4πα~c∆x2ρc,i. La taille nie du réseau devra être susamment grande pour
reproduire les bonnes onditions aux limites. Le système linéaire d'équations (5.4) peut
s'érire sous une forme plus ompate :
C~v = ~f (5.5)
et sahant que la matrie C n'est pas singulière, on pourrait trouver les diérentes valeur du
potentiel sur le réseau à l'aide de la matrie inverse. Pour des raisons de rapidité numérique,
nous n'inverserons pas ette matrie, et nous emploierons une méthode itérative. Le shéma
itératif est le suivant :
~v(l) =
1
2
(
D~v(l−1) − ~f
)
(5.6)
où D = C+2I, et ~v(l) le potentiel Coulombien à la l-ème itération. L'idée de ette méthode
est de partir d'une ondition initiale arbitraire ~v(0), et d'appliquer l'équation (5.6) jusqu'à
onvergene. En eet si nous appliquons la matrie C à l'équation (5.6), nous obtenons :
C~v(l) = 2
(
~v(l) − ~v(l−1))+ ~f (5.7)
et si nous vérions la relation |~v(l) − ~v(l−1)| < ε à la onvergene, où ε est une quantité
innitésimale, alors la solution trouvée pour ~v(l) sera elle qui respetera le système d'équa-
tions (5.4). Nous allons maintenant passer aux appliations numériques de ette méthode.
5.2.2 Appliation numérique.
Nous devons maintenant passer aux appliations numériques de la méthode, pour le as
des noyaux nis dans un réseau à trois dimensions. Le shéma d'ordre 2 régi par l'équation
(5.3) se généralise à trois dimensions par :
vi+1,j,k + vi−1,j,k + vi,j+1,k + vi,j−1,k + vi,j,k+1 + vi,j,k−1 − 6vi,j,k = fi,j,k (5.8)
Si l'on souhaite une résolution à l'ordre 4, il faut aluler :
16 (vi+1,j,k + vi−1,j,k + vi,j+1,k + vi,j−1,k + vi,j,k+1 + vi,j,k−1)− 90vi,j,k = 12fi,j,k
− (vi+2,j,k + vi−2,j,k + vi,j+2,k + vi,j−2,k + vi,j,k+2 + vi,j,k−2) (5.9)
où les indies i, j, k indiquent la position sur le réseau à trois dimensions. Nous allons
appliquer es deux shémas d'intégration, et omparer l'erreur ommise pour haune des
deux méthodes. Les équations (5.8) et (5.9) peuvent être retransrites à l'aide du shéma
itératif déni par l'équation (5.6), et on aura à l'ordre 2 l'expression du potentiel pour
haque point du réseau à la l-ème itération :
v
(l)
i,j,k =
1
2
[
v
(l−1)
i+1,j,k + v
(l−1)
i−1,j,k + v
(l−1)
i,j+1,k + v
(l−1)
i,j−1,k + v
(l−1)
i,j,k+1 + v
(l−1)
i,j,k−1 − 4v(l−1)i,j,k − fi,j,k
]
(5.10)
et de même pour la méthode d'ordre 4 :
v
(l)
i,j,k =
8
25
(
v
(l−1)
i+1,j,k + v
(l−1)
i−1,j,k + v
(l−1)
i,j+1,k + v
(l−1)
i,j−1,k + v
(l−1)
i,j,k+1 + v
(l−1)
i,j,k−1
)
− 1
50
(
v
(l−1)
i+2,j,k + v
(l−1)
i−2,j,k + v
(l−1)
i,j+2,k + v
(l−1)
i,j−2,k + v
(l−1)
i,j,k+2 + v
(l−1)
i,j,k−2
)
−4
5
v
(l−1)
i,j,k −
6
25
fi,j,k (5.11)
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Une fois la onvergene atteinte pour le potentiel en tout point du réseau, on pourra aluler
le terme diret de l'interation Coulombienne. Un test numérique permettant de valider
notre méthode onsiste à aluler e dernier ave deux méthodes diérentes. La première
onsiste à le aluler diretement par la relation suivante :
E1 =
∫
ρc(~r)VCoul(~r)d
3~r (5.12)
et la deuxième en passant par l'estimation du hamp életrique :
E2 =
ε0
2
∫
~E2
Coul
(~r)d3~r où ~E
Coul
(~r) = −−−→grad(V
Coul
(~r)) (5.13)
Si l'erreur relative ς = |E1 − E2|/E1 est susamment faible, alors on pourra onsidérer
notre méthode omme étant valide. Les tableaux (5.1), (5.2), (5.3), et (5.4) sont des exem-
ples d'appliation numérique de la méthode itérative pour des protons disposés de manière
aléatoire sur un réseau à trois dimensions. Le tableau (5.1) représente des aluls eetués
pour deux protons à l'aide de la méthode d'ordre 2. On remarque que l'erreur ς diminue,
lorsque l'on augmente la taille du réseau, et ei s'explique par le fait que l'on respete
de mieux en mieux la ondition (5.2). Néanmoins, le temps de alul augmente propor-
tionnellement à L3. Cei implique que du point de vue pratique, les aluls deviennent
ingérables à partir de L ≥ 112. Si le même alul est eetué ave la méthode d'ordre 4, où
les résultats sont présentés dans le tableau (5.2), on peut remarquer que la onvergene ave
la taille du réseau est beauoup plus rapide, et que l'erreur ς est très inférieur au pourent.
De plus, les temps de alul numérique sont inférieurs à eux assoiés à la méthode d'ordre
2. La même étude est présenté dans les tableaux (5.3), et (5.4) pour un système onstitué
de six protons. Les onlusions sont identiques par rapport au as préédent. Pour nos
futurs aluls onernant les noyaux nis, nous n'utiliserons que la méthode d'ordre 4 qui
est plus préise et plus rapide que la méthode d'ordre 2.
Nous avons présenté le dernier ingrédient manquant permettant de faire des aluls de
struture nuléaire. Notre prohaine setion sera onsarée à l'étude des états fondamen-
taux de quelques noyaux atomiques bien onnus.
L 16 48 80 112
E1 (MeV) 0.731 0.932 0.973 0.99
E2 (MeV) 0.684 0.899 0.941 0.956
erreur relative (%) 6.45 3.5 3.21 3.12
Tab. 5.1  Estimation du terme diret de l'énergie d'interation Coulombienne, à l'aide
de la méthode itérative d'ordre 2. Pour deux protons plaés aléatoirement sur le réseau on
alule E1 et E2 à l'aide des relations (5.12), et (5.13). L indique la dimension linéaire du
réseau de alul.
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L 16 48 80 112 144
E1 (MeV) 0.719 0.922 0.963 0.98 0.98
E2 (MeV) 0.707 0.917 0.959 0.977 0.987
erreur relative (%) 2.12 0.46 0.34 0.31 0.3
Tab. 5.2  Estimation du terme diret de l'énergie d'interation Coulombienne, à l'aide
de la méthode itérative d'ordre 2. Pour deux protons plaés aléatoirement sur le réseau on
alule E1 et E2 à l'aide des relations (5.12), et (5.13). L indique la dimension linéaire du
réseau de alul.
L 16 48 80 112
E1 (MeV) 7.038 8.803 9.169 9.328
E2 (MeV) 6.596 8.486 8.863 9.025
erreur relative (%) 6.3 3.61 3.34 3.25
Tab. 5.3  Estimation du terme diret de l'énergie d'interation Coulombienne, à l'aide
de la méthode itérative d'ordre 2. Pour deux protons plaés aléatoirement sur le réseau on
alule E1 et E2 à l'aide des relations (5.12), et (5.13). L indique la dimension linéaire du
réseau de alul.
n 16 48 80 112 144
E1 (MeV) 6.966 8.744 9.112 9.271 9.271
E2 (MeV) 6.832 8.704 9.08 9.241 9.243
erreur relative (%) 1.94 0.46 0.36 0.33 0.31
Tab. 5.4  Estimation du terme diret de l'énergie d'interation Coulombienne, à l'aide
de la méthode itérative d'ordre 4. Pour six protons plaés aléatoirement sur le réseau on
alul E1 et E2 à l'aide des relations (5.12), et (5.13). L indique la dimension linéaire du
réseau de alul.
5.3 Etude des états fondamentaux de quelques noyaux.
L'étude des états fondamentaux des noyaux atomiques est ouramment réalisée à l'aide
de la méthode Hartree-Fok. L'idée de ette partie est de réaliser les mêmes types de aluls
à l'aide du modèle FMD. Nous avons vu dans le hapitre préédent que le modèle FMD est
équivalent à une approhe TDHF, où les états à une partiule sont imposés omme étant
gaussiens de telle sorte à loaliser les partiules dans l'espae des phases. La loalisation
des partiules revient qualitativement à introduire dans la fontion d'onde des orrélations
lassiques ; ei est une aratéristique intéressante de FMD en e qui onerne la apaité
de dérire des distributions dishomogènes de densité et des fragments. Néanmoins on peut
aussi s'inquiéter des possibles limites de la forme imposée à la fontion d'onde. L'ansatz
gaussien revient à limiter fortement l'espae variationnel aessible aux déterminants de
Slater, et il n'est pas à priori lair si ette dégradation d'Hartree-Fok aura des inuenes
importantes sur les observables. An de répondre à ette question, nous allons réaliser
plusieurs aluls pour diérents noyaux dont les fondamentaux sont très bien onnus aussi
bien d'un point de vue expérimental, que d'un point de vue théorique à l'aide de la méthode
96CHAPITRE 5. APPLICATION DUMODÈLE FMDÀ LA STRUCTURE NUCLÉAIRE.
Hartree-Fok, et nous omparerons nos résultats à es derniers. Les états fondamentaux
obtenus pour le modèle Hartree-Fok ont été alulés par B. Avez et al. [115℄, à l'aide du
ode développé par K. Bennaeur [116℄. An de dérire les états fondamentaux de FMD,
nous allons appliquer le modèle statique développé dans le hapitre préédent. Le Hamil-
tonien total devra être omposé de la partie inétique, ave la soustration du mouvement
du entre de masse à un orps, de la fontionnelle de Skyrme, et du terme d'interation
Coulombienne. Nous utiliserons deux fontionnelles de Skyrme, la paramétrisation SIII
et elle de Salay-Lyon. L'ensemble des tableaux (5.5), (5.6), (5.7), (5.8), (5.9), et (5.10)
présente l'énergie du fondamental pour les diérents noyaux ave le modèle Hartree-Fok
usuel, et le modèle FMD, et ei pour les deux types de fontionnelle. Les valeurs ex-
périmentales [117℄ sont également présentées lorsque ela est possible. La quantité R
rms
représente le rayon de harge déni par :
R2
rms
=
1
Z
A∑
i=1
〈Q
GS
|(~ˆri − ~ˆrCM)2κˆp|QGS〉+R2
proton
(5.14)
où |Q
GS
〉 est la fontion d'onde total de l'état fondamental, κˆp l'opérateur qui réalise la
projetion sur les états d'isospin protonique, R2
proton
=0.876fm prends en ompte le rayon
de harge ni du proton, et ~ˆr
CM
représente la position du entre de masse du noyau déni
par :
~ˆr
CM
=
1
A
A∑
i=1
~ˆri (5.15)
L'ensemble des résultats est en général en très bon aord ave Hartree-Fok. Bien que la
paramétrisation SIII ne soit pas réaliste, les deux modèles donnent des résultats prohes des
résultats expérimentaux, et l'aord ave l'expériene est amélioré en utilisant la paramétri-
sation de Salay-Lyon, e qui semble tout à fait ohérent vues les ontraintes qui ont été
imposées lors de sa onstrution. En eet l'interation de Salay-Lyon a été optimisée sur
les mesures de masse des noyaux stables et exotiques, et sur les aluls ab-initio de la
matière de neutrons ; SIII est une des toutes premières interation de Skyrme pour laquelle
pratiquement seulement la ontrainte de saturation de la matière nuléaire symétrique,
ainsi que les masses de quelques noyaux magiques ont été onsidérés. Néanmoins l'aord
obtenu ave le modèle FMD est légèrement inférieur à elui du modèle Hartree-Fok. Cela
s'explique par le fait que pour e dernier, les états à une partiule prennent la forme qui
orrespond exatement à la solution du hamp moyen, e qui n'est pas le as pour le modèle
FMD où ils sont restreints à être gaussiens. De plus, il faut rappeler que lors de la on-
strution de notre modèle, nous avons négligé les parties de la fontionnelle qui tenaient
ompte du terme de spin-orbite, et de spin-gradient.
Commentons maintenant l'ensemble des résultats pour le modèle FMD. Les prols de
densité pour les protons et les neutrons représentés par les gures (5.1), montrent que
pour le noyaux d'hélium 4, le modèle FMD donne une solution qui orrespond à une
superposition de quatre gaussiennes, dont les entroïdes sont situés au même point de
l'espae. Cei est possible à ause de la dégénéresene en spin et en isospin.
Les gures (5.2) représentent les prols de densité neutron et proton pour le noyau
de lithium 6. On peut remarquer que e dernier présente une déformation. Le fait d'avoir
ajouté un neutron et un proton par rapport au noyau d'hélium 4, onduit à un déplaement
de deux neutrons et de deux protons par rapport au entre de masse, ar deux nuléons de
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même espèe ayant la même orientation du spin ne peuvent être situés au même endroit
de l'espae, don ouper la même orbitale.
Bien que le noyau de béryllium 8 ne soit pas en réalité un état lié, mais une résonane
dont la déroissane est onstituée de deux partiules α, le modèle FMD obtient un état lié
de deux partiules α, e qui est lairement visible sur les prols de densité donnés par les
gures (5.3). Cela explique également pourquoi nous n'obtenons pas exatement l'énergie
de la résonane, et pourquoi nous pouvons dans notre as dénir un rayon de harge
qui n'existe pas dans la réalité. Nous pouvons toutefois remarquer à partir du tableau
(5.5) que un état onstitué de deux partiules alpha à l'inni orrespond à une énergie
E2α = 52.312MeV < EBe8 . Cei signie que l'état trouvé n'est pas véritablement l'état
fondamental du béryllium 8, mais plutt un état exité : le modèle statique dans e as
présent semble ne pas avoir orretement onvergé au minimum de l'énergie, e qui indique
la présene d'un problème numérique.
Conernant le noyau de arbone 12, le modèle FMD donne un résultat qui est très loin
de eux que l'on pourrait obtenir expérimentalement, ou à l'aide du modèle Hartree-Fok.
La diérene d'énergie obtenue s'explique en grande partie par le fait que prendre des états
gaussiens pour les états à une partiule, onduit à une très grande probabilité de trouver des
noyaux aratérisés par des états lusters de partiule α. Ce qui est tout à fait le as pour
le arbone 12, où les gures (5.4) montrent que l'état fondamental est trouvé omme étant
une onguration triangulaire de trois partiules α. Il peut être intéressent de remarquer
que si l'expériene donne un état fondamentale du arbone 12 sphérique, nous avons de
forte indiations d'états exités de elui-i à struture α, états qui ne sont pas dérits par le
modèle Hartree-Fok. Les noyaux d'oxygène 16 et de alium 40 respetivement représentés
par les prols de densité (5.6) et (faire le lien), qui sont pour leurs part trouvés omme des
noyaux sphériques, en aord ave l'évidene expérimentale.
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E
GS
(MeV) R
rms
(fm)
FMD SLy4 -26.156 ± 10−3 1.973 ± 10−3
FMD SIII -25.563 ± 10−3 1.943 ± 10−3
HF SLy4 -26.7 2.123
HF SIII -26.587 2.048
Exp -28.296 1.63
Tab. 5.5  Tableau réapitulatif donnant l'énergie du niveau fondamental ainsi que le rayon
de harge pour le noyau d'hélium 4. Ces deux observables sont données pour le modèle
FMD et le modèle Hartree-Fok, ave deux paramétrisations de Skyrme diérentes. Les
valeurs expérimentales sont données dans la dernière ligne du tableau.
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Fig. 5.1  Prols de densité neutron et proton pour le noyau d'hélium 4 obtenus ave
la paramétrisation SLy4. Il s'agi d'une superposition de quatre gaussiennes, dont les en-
troïdes sont situés au même point de l'espae.
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E
GS
(MeV) R
rms
(fm)
FMD SLy4 -30.225 ± 10−3 2.356 ± 10−3
FMD SIII -28.966 ± 10−3 2.67 ± 10−3
HF SLy4 -32.478 2.249
HF SIII -32.113 2.151
Exp -31.99 2.5
Tab. 5.6  Tableau réapitulatif donnant l'énergie du niveau fondamental ainsi que le rayon
de harge pour le noyau de lithium 6. Ces deux observables sont données pour le modèle
FMD, et le modèle Hartree-Fok ave deux paramétrisations de Skyrme diérentes. Les
valeurs expérimentales sont données dans la dernière ligne du tableau.
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Fig. 5.2  Prols de densité neutron et proton pour le noyau de lithium 6 obtenus ave
la paramétrisation SLy4. La distribution est allongée, et peut être visualisée omme la
superposition de trois partiules de deutérium.
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E
GS
(MeV) R
rms
(fm)
FMD SLy4 -44.996 ± 10−3 2.686 ± 10−3
FMD SIII -43.61 ± 10−3 2.589 ± 10−3
HF SLy4 -45.439 2.491
HF SIII -45.314 2.41
Exp -56.50
Tab. 5.7  Tableau réapitulatif donnant l'énergie du niveau fondamental ainsi que le rayon
de harge pour le noyau de béryllium 8. Ces deux observables sont données pour le modèle
FMD, et le modèle Hartree-Fok ave deux paramétrisations de Skyrme diérentes. Les
valeurs expérimentales sont données dans la dernière ligne du tableau.
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Fig. 5.3  Prols de densité neutron et proton pour le noyau de béryllium 8 obtenus ave
la paramétrisation SLy4. Ce dernier est obtenu omme étant un état lié de deux partiules
α.
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E
GS
(MeV) R
rms
(fm)
FMD SLy4 -77.4 ± 10−2 2.715 ± 10−3
FMD SIII -76.1 ± 10−2 2.648 ± 10−3
HF SLy4 -90.578 2.583
HF SIII -90.8 2.546
Exp -92.163 2.42
Tab. 5.8  Tableau réapitulatif donnant l'énergie du niveau fondamental ainsi que le rayon
de harge pour le noyau de arbone 12. Ces deux observables sont données pour le modèle
FMD, et le modèle Hartree-Fok ave deux paramétrisations de Skyrme diérentes. Les
valeurs expérimentales sont données dans la dernière ligne du tableau.
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Fig. 5.4  Prols de densité neutron et proton pour le noyau de arbone 12 obtenus ave
la paramétrisation SLy4. Ce dernier est obtenu omme étant un noyau onstitué de trois
luster α.
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E
GS
(MeV) R
rms
(fm)
FMD SLy4 -127.9 ± 10−2 2.77 ± 10−2
FMD SIII -126.1 ± 10−2 2.74 ± 10−2
HF SLy4 -128.485 2.8
HF SIII -128.21 2.757
Exp -127.62 2.73
Tab. 5.9  Tableau réapitulatif donnant l'énergie du niveau fondamental ainsi que le rayon
de harge pour le noyau d'oxygène 16. Ces deux observables sont données pour le modèle
FMD, et le modèle Hartree-Fok ave deux paramétrisations de Skyrme diérentes. Les
valeurs expérimentales sont données dans la dernière ligne du tableau.
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Fig. 5.5  Prols de densité neutron et proton pour le noyau d'oxygène 16 obtenus ave
la paramétrisation SLy4. La distribution est sphérique.
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E
GS
(MeV) R
rms
(fm)
FMD SLy4 -344.98 ± 10−2 3.52 ± 10−2
FMD SIII -343.45 ± 10−2 3.53 ± 10−2
HF SLy4 -344.22 3.512
HF SIII -341.855 3.5
Exp -342.056 3.5
Tab. 5.10  Tableau réapitulatif donnant l'énergie du niveau fondamental ainsi que le
rayon de harge pour le noyau de alium 40. Ces deux observables sont données pour le
modèle FMD, et le modèle Hartree-Fok ave deux paramétrisations de Skyrme diérentes.
Les valeurs expérimentales sont données dans la dernière ligne du tableau.
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Fig. 5.6  Prols de densité neutron et proton pour le noyau de alium 40 obtenus ave
la paramétrisation SLy4. La distribution est sphérique.
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5.4 Etude des résonanes géantes monopolaires.
5.4.1 Introdution.
La résonane géante monopolaire isosalaire (ISGMR) est un mode olletif du noyau,
dont la multipolarité∆L = 0 orrespond à une osillation radiale du noyau dans son ensem-
ble. Ce mode est assoié à une ompression-dilatation du noyau, aussi onnu sous le nom
évoateur de mode respiratoire du noyau, et il a été déouvert expérimentalement par M.
Marty et al. [118℄, et D.H. Youngblood et al. [119℄ lors d'expérienes de réations de diu-
sion élastique de partiules légères. L'étude des ISGMR permet une détermination du mod-
ule d'inompressibilité de la matière nuléaire atuellement estimé à K∞ = 210± 30MeV
[120, 121℄. Dans le but d'améliorer son évaluation, l'étude des ISGMR fait enore l'objet
d'intenses travaux, aussi bien d'un point de vue théorique, que d'un point de vue ex-
périmental. L'objet de ette sous-partie est de réaliser des premiers aluls théoriques de
ISGMR à l'aide du modèle FMD, de les omparer dans la mesure du possible ave d'autre
résultats déjà obtenus soit par l'expériene, soit par des aluls théoriques, et ei dans le
but de déterminer si notre modèle est réaliste en présene de variations importantes de den-
sité, omme elles qui sont explorées par les modes olletifs ainsi que par la lusterisation
de la matière d'étoile.
5.4.2 Prinipe de la méthode.
Les modes olletifs peuvent être étudiés à l'aide du modèle FMD en prenant un noyau
dans son état fondamental, et en l'exitant à l'aide d'une petite perturbation adaptée au
problème onsidéré. Le Hamiltonien du système est déni par :
Hˆ = Hˆ
noyau
+ λOˆδ(t) (5.16)
ave λ ≪ 1. Oˆ est un opérateur permettant d'exiter le système à l'instant initial, vers
l'état orrespondant au mode olletif étudié. Hˆ
noyau
est le Hamiltonien du noyau :
Hˆ
noyau
|n〉 = En|n〉 (5.17)
où En et |n〉 sont respetivement les énergies et états propres du système. Si l'on souhaite
réaliser une étude sur les ISGMR, il faudra omprimer le noyau de manière uniforme
à l'instant initial, et ei est réalisé onrètement en plongeant le noyau dans un puits
harmonique. L'opérateur orrespondant à la perturbation prend don la forme Oˆ = ~ˆr2
pour le as de l'ISGMR. Etant donné que la perturbation a pour eet d'exiter le noyau
de son état fondamental |0〉 vers des états exités |n〉 orrespondant aux modes olletifs,
l'évolution temporelle de la fontion d'onde du système au première ordre est donnée par
la théorie des perturbations dépendantes du temps par la relation suivante :
|Q(t)〉 = e−iω0t|0〉+ λ
i~
∑
n
e−iωnt|n〉〈n|Oˆ|0〉 (5.18)
5.4. ETUDE DES RÉSONANCES GÉANTES MONOPOLAIRES. 105
où ~ωn = En. En utilisant les relations (5.18), et (5.17), il en déoule que l'énergie du
noyau sera une fontion roissante en λ2 où :
H
noyau
= 〈Q(t)|Hˆ
noyau
|Q(t)〉
= 〈0|Hˆ
noyau
|0〉+ λ
i~
∑
n
ei(ω0−ωn)t〈0|Hˆ
noyau
|n〉〈n|Oˆ|0〉 − λ
i~
∑
n
e−i(ω0−ωn)t〈n|Hˆ
noyau
|0〉〈0|Oˆ|n〉
+
λ2
~2
∑
n
〈n|Hˆ
noyau
|n〉|〈n|Oˆ|0〉|2
= E0 +
λ2
~2
∑
n
En|〈n|Oˆ|0〉|2 (5.19)
et que la valeur moyenne de l'observable Oˆ aura une roissane linéaire tel que :
〈Q(t)|Oˆ|Q(t)〉 = 〈0|Oˆ|0〉+ λ
i~
∑
n
ei(ω0−ωn)t|〈n|Oˆ|0〉|2 − λ
i~
∑
n
e−i(ω0−ωn)t|〈0|Oˆ|n〉|2
(5.20)
La réponse du noyau est aratérisée par sa distribution de fore dénie omme :
S(E) = λ
∑
n
δ(E − En)|〈0|Oˆ|n〉|2 (5.21)
et dont les moments sont données par la relation suivante :
mk =
∫ ∞
0
S(E)EkdE
= λ
∑
n
Ekn|〈0|Oˆ|n〉|2 (5.22)
Dans le as d'une ISGMR, le moment d'ordre k = 0 est donné par la valeur moyenne du
rayon arré moyen du noyau multiplié par λ, 'est à direm0 = λ〈Q(t)|~ˆr2|Q(t)〉. L'amplitude
de e dernier devrait don roître linéairement en fontion du paramètre λ.
5.4.3 Appliations numériques.
L'ensemble des aluls numériques va être réalisé à l'aide de l'interation de Skyrme
SLy5. En eet nous avons montré dans le hapitre préèdent que dans l'ajustement des
paramètre de SLy5, la orretion du entre de masse a été expliitement inluse, e qui est
adapté pour le as de l'ISGMR, où le entre de masse est déni à tous les temps puisque
~r
CM
= ~0. La première appliation numérique onsiste à ommener par un as simple,
elui du noyau d'hélium 4. Le noyau est omprimé à l'aide d'un osillateur harmonique
an d'explorer l'état exité orrespondant à l'ISGMR. Cei est réalisé en respetant la
relation (5.16) où Oˆ = ~ˆr2. Pour e faire, l'état initial du noyau est préparé à l'aide du
modèle statique ave un Hamiltonien total du système inluant elui du noyau, plus elui
du piège harmonique, aratérisé par la onstante λ. Une fois initialisé, le alul est réalisé
à l'aide du modèle dynamique, où seul le Hamiltonien du noyau est pris en ompte. Cette
tehnique sera employée pour haun des noyaux étudiés par la suite. La gure (5.7)
montre l'évolution temporelle du moment monopolaire du noyau d'hélium 4, et ei pour
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Fig. 5.7  Evolution temporelle du moment monopolaire du noyau d'hélium 4 pour dif-
férentes valeurs du paramètre λ. On peut remarquer que les osillations sont périodiques
à une pulsation ωHe, et que leurs amplitudes roient en fontion du paramètre λ.
diérentes valeurs de la onstante λ. On peut remarquer qu'il y a une parfaite osillation
du rayon arré moyen, 'est à dire une ompression-dilation périodique du noyau à la
pulsation ωHe = 28.33 ± 0.05 MeV, et ei pour diérentes valeurs de λ. Les gures (5.8)
illustrent les variations des valeurs moyennes des diérentes omposantes du Hamiltonien.
Nous pouvons observer qu'il y a un éhange périodique à la pulsation ωHe entre l'énergie
inétique, nuléaire, et Coulombienne.
5.4. ETUDE DES RÉSONANCES GÉANTES MONOPOLAIRES. 107
0 50 100 150 200
t [fm/c]
34,6
34,8
35
35,2
35,4
35,6
35,8
E C
in
et
iq
ue
 
[M
eV
]
λ=0MeV.fm-2
λ=0.01MeV.fm-2
λ=0.05MeV.fm-2
λ=0.1MeV.fm-2
0 50 100 150 200
t [fm/c]
-62,6
-62,4
-62,2
-62
-61,8
-61,6
E N
uc
le
ai
re
 
[M
eV
]
λ=0MeV.fm-2
λ=0.01MeV.fm-2
λ=0.05MeV.fm-2
λ=0.1MeV.fm-2
0 50 100 150 200
t [fm/c]
0,7
0,702
0,704
0,706
0,708
0,71
0,712
E C
ou
lo
m
b 
[M
eV
]
λ=0MeV.fm-2
λ=0.01MeV.fm-2
λ=0.05MeV.fm-2
λ=0.1MeV.fm-2
Fig. 5.8  Evolution temporelle de l'énergie inétique, nuléaire, et Coulombienne du
noyaux d'hélium 4 pour diérents paramètres λ. On remarque que les éhanges s'eetuent
à la pulsation propre du monopole ωHe = 28.33 ± 0.05MeV pour haune des omposantes,
et que l'amplitude roit en fontion du paramètre λ.
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La validité de nos résultats dans le adre du régime linéaire est onrmée à l'aide des
gures (5.9). Ces gures montrent respetivement l'énergie d'exitation totale, et l'am-
plitude du monopole ∆R2 = Max [〈R(t)2〉λ − 〈R(t)2〉λ=0]. On peut voir que ∆R2 et E∗
roissent respetivement de manière linéaire et quadratique en λ.
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Fig. 5.9  Evolution de l'énergie d'exitation (à gauhe), et de l'amplitude du moment
monopolaire (à droite) du noyau d'hélium 4 en fontion du paramètre λ, pour lesquelles
nous avons respetivement une roissane quadratique et linéaire.
Dans la setion préédente nous avons vu que l'état fondamental du noyau d'hélium 4
était une superposition de quatre gaussiennes dont les entroïdes étaient onfondus ave le
entre de masse. Cela reste vrai lors de l'évolution temporelle du monopole, où la position
du entre de masse reste statique au ours du temps, omme l'ensemble des paramètres des
gaussiennes. Seul les parties réelles des largeurs de gaussiennes données par la gure (5.10)
évoluent dynamiquement à la pulsation ωHe, e qui aratérise la ompression-dilatation
du noyau. Cei est une illustration de l'importane d'inlure la largeur des gaussiennes en
tant que paramètre variationnel. Nous rappelons que la plus-part des aluls de struture
nuléaire eetués ave des modèles de dynamique moléulaire sont obtenus dans le adre
de l'approximation AMD, pour laquelle la largeur est dénie omme onstante. On peut
aussi remarquer de la gure (5.10), que l'eet de l'interation Coulombienne est de produire
une densité protonique plus étendue que la densité neutronique. Toutefois, ette eet ne
dépasse pas 1%.
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Fig. 5.10  Evolution temporelle des parties réelles des largeurs des gaussiennes pour
le noyau d'hélium 4 ave λ = 0.01MeV.fm−2. Les ourbes en noir et en bleu représentent
respetivement la largeur assoiée aux neutrons, et aux protons. On peut remarquer que les
osillations sont périodiques à la pulsation ωHe = 28.33 ± 0.05 MeV, et elles aratérisent
la ompression-dilatation du noyau.
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Si l'on prend maintenant le as du lithium 6, les gures (5.11) et (5.13) présentent
la même phénoménologie que pour le noyau d'hélium 4. Néanmoins le spetre en Fourier
du moment monopolaire donnée par la gure (5.12), nous montre que le système présente
trois fréquenes aratéristiques ωLi1 = 19.73 ± 0.29 MeV, ωLi2 = 25.14 ± 0.47 MeV, et
ωLi3 = 28.6 ± 0.5 MeV.
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Fig. 5.11  Evolution temporelle du moment monopolaire du noyau de lithium 6 pour
diérentes valeurs du paramètre λ. On peut remarquer que les osillations sont périodiques
à plusieurs pulsations propres du monopole, et que leurs amplitudes roient en fontion du
paramètre λ.
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Fig. 5.12  Transformée de Fourier du moment monopolaire du noyau de lithium 6. Nous
trouvons trois pulsations aratéristiques du noyau à ause de sa déformation : ωLi1 =
19.73 ± 0.29 MeV, ωLi2 = 25.14 ± 0.47 MeV, et ωLi3 = 28.6 ± 0.5 MeV.
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Fig. 5.13  Evolution temporelle de l'énergie inétique, nuléaire, et Coulombienne du
noyaux de lithium 6 pour diérents paramètres λ. On remarque que le omportement est
périodique pour haune des omposantes, et plusieurs fréquenes sont présentes.
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Fig. 5.14  Evolution temporelle des positions des neutrons (olonne de gauhe) et des
protons (olonne de droite) pour le noyau de lithium 6 ave λ = 0.01MeV.fm−2. On peut
remarquer que seules les partiules situées à la périphérie du entre de masse osillent, et
que les positions des deux partiules situées au entre de masse ne varient pas.
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Nous avons vu dans la setion préédente que le lithium 6 était un noyau déformé, et
ela explique pourquoi nous avons plusieurs fréquenes aratéristiques. Les gures (5.15)
illustrent l'évolution dynamique des parties réelles des largeurs des gaussiennes, qui dans
tous les as traduisent la ompression-dilatation des gaussiennes pour les trois pulsations
aratéristiques. Les gures (5.14) nous montrent que seuls les nuléons situés à la pé-
riphérie du noyau osillent autour de leurs positions d'équilibre.
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Fig. 5.15  Evolution temporelle des parties réelles des largeurs des gaussiennes pour le
noyau de lithium 6 pour λ = 0.01MeV.fm−2. Les ourbes à gauhe et à droite représentent
respetivement elles des neutrons, et des protons. On peut remarquer que les osillations
sont périodiques et qu'elles présentent plusieurs fréquenes.
Un dernier alul a également été réalisé pour le arbone 12. La gure ((5.16)) illustre
l'évolution temporelle du monopole, pour lesquel nous trouvons une pulsation aratéris-
tique ω
C
= 24.017 ± 0.02 MeV. Les pulsations propres trouvées pour es trois noyaux
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Fig. 5.16  Evolution temporelle du moment monopolaire du noyau de arbone 12 pour
diérentes valeurs du paramètre λ. On peut remarquer que les osillations sont périodiques
à la pulsation ω
C
= 24.017 ± 0.02 MeV, et que leurs amplitudes roient en fontion du
paramètre λ.
peuvent être omparé à la formule empirique ωe = 80A
−1/3
[114, 122℄. Nous obtenons à
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l'aide de ette dernière des pulsations de monopole pour l'hélium 4, le lithium 6, et le
arbone 12 qui sont respetivement données par ωeHe=50.397MeV, ω
e
Li=44.0257MeV, et
ωe
C
=34.95MeV. La diérene entre les valeurs trouvées par le modèle FMD, et les valeurs
de la formule empirique peuvent qualitativement s'expliquer par le fait que la validité de
la formule empirique est établie seulement pour A ≥ 90. Expérimentalement les vibrations
monopolaires des noyaux d'hélium 4 et de lithium 6 n'ont jamais pu être mesurées. En
e qui onerne le arbone 12, D.H. Youngblood et al. ont déterminé expérimentalement
l'énergie de vibration à ω
C
= 21.9 ± 0.3MeV [123, 124℄, e qui est prohe de la valeur
trouvée à l'aide du modèle FMD. Cette observation est très enourageante en e qui on-
erne la preditivité de FMD pour les mouvements olletifs des noyaux. Si l'on herhe à
faire des aluls pour des noyaux dont les masses vont au delà du arbone 12, le modèle
FMD semble très instable numériquement, et il est quasiment impossible de réaliser des
aluls d'ISGMR. En eet lors de la phase de ompression, les partiules tendent à être
très prohes les unes des autres, et la onséquene direte est que les éléments de la ma-
trie de reouvrement O−1 sont prohes, e qui induit un déterminant de la matrie O−1
prohe de zéro. Etant donné que l'estimation de O est néessaire dans la résolution des
équations de mouvement, ela explique pourquoi nous avons tant d'instabilités numériques
pour les aluls des noyaux plus lourds. Le as du noyau d'oxygène 16 est représenté par
la gure (5.17), où l'on observe la onvergene vers zéro des déterminants des matries de
reouvrement lors de la phase de ompression. Le modèle FMD n'est don pas adapté aux
aluls des ISGMR, et plus généralement à la desription de la matière à des densités plus
importantes que la densité de saturation. Nous nous attendons toutefois à que e type de
problème n'apparaîtra pas dans le alul de modes olletifs qui n'impliquent pas de om-
pression, ni dans la desription de la matière d'étoile qui onerne des densités inférieures
à la densité de saturation.
5.5 Conlusion.
En résumé nous avons alulé les états fondamentaux de noyaux bien onnus. Nos
résultats sont dans l'ensemble en très bon aord ave Hartree-Fok. Les deux modèles
donnent des résultats prohes des résultats expérimentaux. Ce qui semble onrmer de
nouveau la bonne réalisation numérique de notre modèle. Nous avons également vu que
le alul d'ISGMR à l'aide du modèle FMD est très enourageant en e qui onerne
sa préditivité pour les mouvements olletifs des noyaux. Néanmoins il faudra veiller à
l'utiliser dans la desription des mouvements olletifs n'impliquant pas de ompression. Le
alul de résonane géante dipolaire életrique isovetorielle (IVGDR) est l'une des futures
perspetives que nous envisageons de réaliser. L'IVGDR est un mode olletif interprété
omme une vibration des protons et des neutrons en opposition de phase, séparant le entre
de masse du noyau de son entre de harge et réant ainsi un moment dipolaire életrique.
Des aluls préliminaires à l'aide d'un modèle FMD simplié ont été réalisés pour le as
des IVGDR, et ils semblent donner des résultats enourageants [125℄.
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Fig. 5.17  Evolution temporelle des déterminants des matries de reouvrement lors de la
phase de ompression d'un noyau d'oxygène 16 pour λ = 0.01MeV.fm−2. Le déterminant
de la matrie de reouvrement entre les neutrons (trait noir) est légèrement inférieur à elui
de la matrie de reouvrement entre les protons (trait rouge). Cei s'explique par le fait
que les protons sont moins omprimés par rapport aux neutrons à ause de l'interation
Coulombienne.
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Chapitre 6
Thermodynamique des systèmes
nuléaires nis à l'aide du modèle FMD.
6.1 Introdution.
Notre modèle FMD onstruit à l'aide du formalisme Skyrme Hartree-Fok étant bien
établi et validé à l'aide des nombreux préédent tests, tels que eux que l'on a pu réaliser
pour des aluls de struture nuléaire, nous allons maintenant établir ses propriétés ther-
modynamiques. Notre motivation prinipale est d'extraire les aratéristiques thermody-
namiques des éores des proto-étoiles, et étoiles à neutrons. Néanmoins au ours de e
hapitre nous nous ontenterons de ommener par des as simples, et d'exposer une méth-
ode permettant d'extraire ertaines de es données dans le adre de systèmes nis, tel que
les noyaux atomiques. En eet, les systèmes nis demandent un eort numérique beauoup
moins important, et il n'y a auune ambiguïté sur les onditions aux bords. Dans un mod-
èle semblable au notre, Shnak et al. [74℄ ont évalué la thermodynamique d'un noyau ni
et ils ont observé une transition de phase. Il est don intéressant de reproduire es mêmes
résultats. On pourra également tester l'inuene des diérentes fores sur le diagramme
des phases, hose qui n'a pas été faite dans la référene [74℄.
La température des systèmes de fermions en interation lorsqu'ils se trouvent dans
des états exités est l'une des données thermodynamique les plus diiles à extraire. Elle
est d'autant plus importante ar elle onstitue l'une des pièes maîtresses ontribuant à
l'extration du diagramme des phases. De telles études ont déjà été réalisées à l'aide de
modèle de dynamiques moléulaires, et ils ont permis l'extration de la ourbe alorique de
systèmes nis. De nombreuse méthodes ont été proposées, et l'une des plus populaires est la
méthode de Nosé-Hoover [126, 127, 128, 129, 130℄ qui onsiste à travailler dans l'ensemble
anonique. Le prinipe de base est de générer des oordonnées virtuelles ave des équations
d'évolutions ouplées aux équations de mouvements des partiules, et ei dans le but de
xer la température du système. Néanmoins nous n'utiliserons pas ette méthode, ar il a
été démontré que dans ertains as spéiques [131, 132, 133℄, il est impossible d'obtenir
un système ergodique. M. Ison et al. ont en partiulier démontré dans le adre de la
méanique lassique, qu'il était beauoup plus faile d'évaluer la thermodynamique des
systèmes miroanoniques, que elle des systèmes anoniques. En eet un système qui
est ergodique et isolé, peut ne pas se thermaliser en ontat d'un thermostat, à ause du
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développement de mouvements olletifs de grande amplitude. Le as de partiules plongées
dans un osillateur harmonique est l'un des es exemples. Un piège harmonique est souvent
utilisé pour loaliser l'ensemble des partiules dans un volume ni. En eet si l'on herhe à
étudier un système ni isolé tel un noyau atomique, les boites n'existent pas, et l'ensemble
où le volume est onstant n'est pas physique. Par ontre e qui est physique est la taille
des systèmes vue omme une observable, 'est à dire la valeur moyenne du rayon arrée
moyen. Imposer une telle ontrainte est exatement équivalent à introduire un potentiel
harmonique, et 'est seulement dans et ensemble que la transition se verra par un plateau,
voir par un bakbending dans la ourbe alorique [74, 41℄. Nous omptons exatement
imposer e type de ontrainte pour le as des noyaux atomiques, et ela explique pourquoi
nous n'utiliserons pas la méthode de Nosé-Hoover. Une alternative possible est de travailler
dans l'ensemble miroanonique, où l'on va mettre faiblement en ontat notre système ave
un thermomètre. Lorsque l'ensemble sera en équilibre thermodynamique, on va pouvoir en
extraire la température de notre système à l'aide de e dernier. La préédente étude sur
la thermodynamique des systèmes nis à l'aide du modèle FMD utilise eetivement ette
méthode [74℄. Nous exposerons dans un premier temps le prinipe de la méthode permettant
l'implémentation du thermomètre, et nous proposerons une proédure systématique plus
omplète par rapport à elles qui ont déjà été présentées dans la littérature. Enn nous
nirons e hapitre en extrayant les ourbes aloriques d'un noyau d'hélium 4, et ei pour
diérentes fontionnelles de Skyrme an de tester leur inuene sur la thermodynamique
du système. Nous examinerons également les eets de l'interation oulombienne sur la
ourbe alorique de e noyau.
6.2 Ensemble statistique et hoix du thermomètre nu-
léaire.
6.2.1 Prinipe de base.
Lorsque l'on dérit la dynamique d'un système de fermions libres ou en interation,
e dernier se situe au dessus du niveau fondamental, et l'on est don en présene d'états
exités. La dynamique du système est Hamiltonienne, l'énergie totale est onservée au ours
du temps, et le système explore diérents états exités qui ont la propriété de orrespondre
tous à la même énergie, dénie par la ondition initiale. Si le système est ergodique, il
passera un temps égal dans haun de es états. Pour l'instant nous faisons ette hypothèse
que nous vérierons par la suite, ar en générale les systèmes omplexes en interation sont
ergodiques, tout au moins au niveau lassique. Dans le adre de ette hypothèse, la moyenne
ergodique d'une observable quelonque Aˆ sera donnée par :
< A >◦ = Tr
(
Dˆ◦Aˆ
)
= lim
T→∞
1
T
∫ T
0
A(t)dt (6.1)
ave
A(t) = 〈Q(t)|Aˆ|Q(t)〉 (6.2)
et
Dˆ◦ =
∑
i
|Ψi〉Pi〈Ψi| (6.3)
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où la somme est réalisée sur l'ensemble des états à énergie E, et ayant la probabilité
Pi = 1/W (E) où W (E) est le nombre d'états à énergie E. Dans e sens, nous pouvons
dire que notre système est haud, ar suivre sa dynamique dans le temps est équivalent à
éhantillonner sa fontion de partition dans l'ensemble miroanonique. Il est don ara-
térisé par une température, qui est la température miroanonique T−1 = ∂ log(W )/∂E,
que nous nous proposons de déterminer an de dérire le diagramme de phase. L'un des
moyens possibles est d'utiliser le uide nuléaire omme un bain thermique, et de le mettre
en ontat thermodynamique ave un thermomètre nuléaire dont nous devons onnaître
analytiquement la densité des états. Nous travaillerons dans un ensemble miroanonique
où l'on va xer l'énergie du système total, qui sera onstitué du système nuléaire, ainsi que
elle du thermomètre. Par dénition de thermomètre, la température mesurée à l'équilibre
thermique pourra être identié ave la température du noyau isolé. Une autre possibilité
est de mettre en ontat le uide nuléaire ave un bain thermique pour lesquel on onnais
exatement la température. Dans e as on obtiendra alors la température anonique du
noyau. La fontion d'onde totale du système sera un produit tensoriel entre la fontion
d'onde du uide nuléaire, et elle du thermomètre ou du bain thermique selon le as
onsidéré :
|Ψ
Total
〉 = |Ψ
Nuleaire
〉 ⊗ |Ψ
Th
〉 (6.4)
Le Hamiltonien total du système sera déni omme une somme du Hamiltonien du système
nuléaire, du Hamiltonien du thermomètre (ou du bain thermique), et du Hamiltonien
d'interation qui permet le ontat thermodynamique entre les deux systèmes :
Hˆ
Total
= Hˆ
Nuleaire
+ Hˆ
Th
+ Hˆ
I
(6.5)
Si les valeurs moyennes respetent la ondition suivante :
H
Nuleaire
≫H
Th
(6.6)
le système nuléaire sera alors mis en ontat ave un thermomètre, et l'on travaillera ainsi
dans l'ensemble miro-anonique. Si l'on souhaite travailler dans l'ensemble anonique,
'est à dire lorsque le système nuléaire sera mis en ontat ave un bain thermique, on
devra alors vérier la ondition :
H
Th
≫H
Nuleaire
(6.7)
Le Hamiltonien du système nuléaire sera onstitué omme d'habitude d'une partie iné-
tique et d'une partie liée à l'interation. Néanmoins il faudra lui rajouter une terme de
piégeage qui va permettre de onner les deux systèmes en ontat, de telle sorte à e qu'ils
interagissent onstamment, et que le système nuléaire assoié à un volume ni même en
présene d'états dans le ontinuum. Le Hamiltonien total pour le système nuléaire sera
déni par :
Hˆ
Nuleaire
= Hˆ
Cinetique
+ Hˆ
Interation
+ Hˆ
Trap
(6.8)
Conernant la partie liée au piège, on hoisira dans un premier temps un puit harmonique.
On utilise eetivement des pièges harmoniques dans les expérienes de physique atom-
ique, et un tel piège est équivalent à imposer un rayon arré moyen déni au système. Le
Hamiltonien du piège est donnée par :
Hˆ
Trap
= W2
A∑
i=1
~ˆr2i (6.9)
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ave W2 la onstante du piège jouant le rle d'une ontrainte extérieure que l'on impose
sur le système nuléaire. L'introdution de e terme est qualitativement équivalente à
aluler la thermodynamique dans l'ensemble isobare.W2 et ~r
2
peuvent être respetivement
onsidérés omme une pression surfaique extérieure, et une surfae. La valeur moyenne
du Hamiltonien du système nuléaire joue don le même rle que l'enthalpie. En eet on
retrouve exatement l'enthalpie si on impose un piège ubique :
Hˆ
Trap
= W3
A∑
i=1
~ˆr3i (6.10)
Nous disuterons par la suite le Hamiltonien du thermomètre (ou du bain thermique), et
nous verrons qu'ils existent plusieurs hoix possibles. La valeur moyenne du Hamiltonien
qui ouple les deux systèmes devra être hoisi omme une perturbation devant la valeur
moyenne de l'énergie du système nuléaire, et devant elle du thermomètre (ou du bain
thermique) tel que :
H
Nuleaire
≫H
I
et H
Th
≫ H
I
(6.11)
On pourra ainsi onsidérer en première approximation, que les deux systèmes sont in-
dépendants en aord ave l'hypothèse (6.4), lorsque l'on herhera à aluler la moyenne
temporelle de leurs énergies respetives.
Lorsqu'il y a ontat thermodynamique, les deux systèmes éhangent de l'énergie. L'hy-
pothèse d'ergodiité pour le système total, implique que les moyennes temporelles donnent
aès aux propriétés statiques du système, seulement dans la limite où T →∞. Cei signi-
e qu'il y aura d'abord une phase transitoire de thermalisation avant d'atteindre l'équilibre
thermodynamique. La durée du régime transitoire pourra être estimée en demandant qu'il
y ait une onvergene de l'énergie moyenne du uide nuléaire, et de elle du thermomètre.
Une fois la thermalisation atteinte, on pourra déterminer la moyenne ergodique de haque
omposante d'énergie. La première nous donnera l'énergie d'exitation du système nu-
léaire, et la seonde sa température. En eet à l'équilibre le noyau et le thermomètre
(ou bain thermique) sont aratérisés par la même température T = T
Nuleaire
= T
Th
,
et pour thermomètre (ou bain thermique) on devra hoisir un système dont on onnait
analytiquement la relation fontionnelle entre température et énergie :
< H
Th
>◦= f(T ) (6.12)
La température pour une énergie d'exitation donnée du uide nuléaire sera nalement
donnée en inversant l'équation (6.12) :
T = f−1(< H
Th
>◦) (6.13)
Après avoir déni le prinipe de notre méthode permettant d'obtenir la température d'un
système isolé à l'équilibre, nous allons maintenant nous onentrer sur le hoix du ther-
momètre permettant de réaliser ette étude.
6.2.2 Cas du système à deux niveaux : le spin
1
2
.
Le spin
1
2
onnu aussi sous le nom de système à deux niveaux, peut être hoisi omme
thermomètre de référene. Le Hamiltonien du thermomètre dans e as est donné par :
Hˆ
Th
= ~ωσˆz (6.14)
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où σz est l'une des trois matries de Pauli. On peut hoisir e système omme thermomètre
ar l'on peut onnaître analytiquement ses propriétés thermiques dans l'ensemble anon-
ique. En eet deux seules orientations up et down existent, respetivement aratérisées
par les états propres |+ > et |− >, et par les énergies propres E± = ±~ω. L'équation d'état
donnant l'énergie en fontion de sa température s'erit dans l'ensemble anonique :
< ~ωσˆz >◦ =
∑
i=±Eie
−βEi∑
i=± e
−βEi
= −~ωe
+β~ω − e−β~ω
e+β~ω + e−β~ω
= −~ω tanh (β~ω) (6.15)
Cette relation peut être inversée de tel sorte à obtenir la température, en fontion de
l'orientation moyenne du spin à l'équilibre tel que :
T =
2~ω
ln
(
1−<σˆz>◦
1+<σˆz>◦
)
(6.16)
Cette expression sera orrete dans la limite dans lasquelle le système nuléaire peut être
onsidéré omme un bain thermique pour le spin. Cei est vrai si le nombre de degrés de
liberté du système nuléaire est Ndof >> 2, et les énergie en jeu HNuleaire >> HTh. En e
qui onerne le ouplage du thermomètre ave le uide nuléaire, il faut un opérateur qui
dépend à la fois d'observables du noyau, et du thermomètre. Dans l'espae du thermomètre,
il faut un opérateur qui permet des transitions entres les diérents états d'énergie, 'est
à dire ave les diérentes orientations, et qui ne ommute pas ave σˆz. Dans l'espae du
noyau, il faut une observable olletive. Il a été démontré [134, 135, 136, 137℄ qu'une
interation du type :
Hˆ
I
= Rˆ⊗ Sˆ (6.17)
où Rˆ est un opérateur dans l'espae du réservoir, 'est à dire du noyau et Sˆ un opéra-
teur dans l'espae du thermomètre, onduit à une distribution asymptotique des états du
thermomètre qui respete l'équilibre anonique Dˆ = exp(−βHˆ)/Z. On pose don :
Hˆ
I
= λσˆy
A∑
i=1
~ˆr2i (6.18)
en hoisissant le ouplage λ pour que la valeur moyenne respete toujours les onditions
données par l'équation (6.11). En utilisant les règles de ommutations des matries de
Pauli :
[σi, σj] = 2iǫijkσk (6.19)
où ǫijk est le tenseur de Levi-Cevita, on peut déterminer les équations d'évolution de
haune des omposantes du spin à l'aide du théorème d'Herenfest. Nous obtenons pour
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les trois omposantes du spin les trois équations diérentielles suivantes :
i~
d < σˆx >
dt
=
〈
[Hˆ
Total
, σˆx]
〉
= ~ω 〈[σˆz, σˆx]〉+ λ < ~ˆr2 > 〈[σˆy, σˆx]〉
= 2i
[
~ω < σˆy > −λ < ~ˆr2 >< σˆz >
]
(6.20)
i~
d < σˆy >
dt
=
〈
[Hˆ
Total
, σˆy]
〉
= ~ω 〈[σˆz, σˆy]〉
= −2i~ω < σˆx > (6.21)
i~
d < σˆz >
dt
=
〈
[Hˆ
Total
, σˆz]
〉
= λ < ~ˆr2 > 〈[σˆy, σˆz]〉
= 2iλ < ~ˆr2 >< σˆx > (6.22)
Nous pouvons remarquer qu'elles sont ouplées entre elles, ainsi qu'ave le uide nuléaire
par l'intermédiaire du Hamiltonien de ouplage. Leurs résolutions s'eetueront à l'aide
de la même méthode d'intégration que elle utilisée pour le modèle FMD, 'est à dire à
l'aide d'une méthode de préditeur-orreteur initialisé à l'aide d'une méthode de Runge
et Kutta à l'ordre 4. L'un des tests permettant de vérier la bonne résolution numérique
de es équations, est que l'on devra toujours garder la norme du spin étant égale à un,
'est à dire à toujours respeter la ondition suivante :
< ~ˆσ2 > = < ~σ2x > + < ~σ
2
y > + < ~σ
2
z >= 1 (6.23)
Cette ondition est très préisément vériée dans les résultats que nous montrerons par la
suite. Avant d'extraire la ourbe alorique d'un système ni, pour lequel nous voulons on-
naître la relation fontionnelle température-énergie dans un domaine énergétique ouvrant
à la fois, la phase liée (liquide) et non liée (gaz), nous allons explorer dans la setion
suivante le hoix d'un osillateur harmonique omme thermomètre. Ce hoix a été elui de
Shnak et al. [74℄, lorsqu'ils ont voulu extraire la ourbe alorique de systèmes nis.
6.2.3 Cas de l'osillateur harmonique.
Comme pour le spin
1
2
, l'osillateur harmonique est l'un des systèmes dont on onnaît
analytiquement les propriétés thermodynamiques. Il peut don être utilisé omme ther-
momètre nuléaire. On onsidérera un osillateur harmonique quantique à trois dimensions
dont le Hamiltonien est donnée par :
Hˆ
Th
= Hˆ
HO
=
~ˆp2
th
2m
th
+
1
2
m
th
ω
th
~ˆr2
th
(6.24)
et qui admet pour énergie moyenne :
E
HO
= ~ω
(
nx + ny + nz +
3
2
)
(6.25)
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où les ni représentent les nombres quantiques d'exitation. Les équations de mouvement
du thermomètre orrespondent don aux équations de mouvement du modèle FMD pour
une partiule libre, plongée dans un puit harmonique. La fontion de partition est donnée
par :
Z
HO
= e−
3
2
β~ω
∞∑
n1=0
e−β~ωn1
∞∑
n2=0
e−β~ωn2
∞∑
n3=0
e−β~ωn3
= e−
3
2
β~ω
( ∞∑
n=0
e−β~ωn
)3
=
(
2
sinh
(
β~ω
2
)
)3
(6.26)
on peut ensuite en déduire la moyenne statistique de son énergie dans l'ensemble anon-
ique :
< E
HO
>◦ = −∂ ln (ZHO)
∂β
=
3~ω
2
1
tanh
(
β~ω
2
)
(6.27)
ainsi que l'expression de la température du thermomètre en fontion de ette dernière
quantité :
T =
~ω
ln
(
<E
HO
>◦+
3
2
~ω
<E
HO
>◦− 32~ω
)
(6.28)
En suivant les mêmes arguments qu'au paragraphe (6.2.2), le ouplage entre le uide
nuléaire et le thermomètre peut être hoisi par :
Hˆ
I
= λ~ˆr2
th
A∑
i=1
~ˆr2i (6.29)
où λ sera imposé de telle sorte à toujours respeter les relations de l'équations (6.11). A
première vue le hoix du spin 1/2 ou d'un osillateur harmonique en tant que thermomètre
semble largement arbitraire. Nous allons voir toutefois montrer dans la setion suivante,
qu'il existe une onnexion entre es deux hoix de thermomètre à l'aide de la transformation
de Holstein-Primako [138℄.
6.2.4 Connexion entre un spin J et l'osillateur harmonique.
Au ours de ette sous-partie, nous allons faire la onnexion entre un spin J, et un osil-
lateur harmonique. La transformation de Holstein-Primako démontrée dans la référene
[138℄ donne la relation existant entre les opérateurs de réation aˆ† et d'annihilation aˆ de
phonon pour un osillateur harmonique, ave les opérateurs Jˆ+ et Jˆ− d'un spin J par les
relations :
Jˆ+ =
√
2Jaˆ†f(J)
Jˆ− =
√
2Jf(J)aˆ
Jˆz = aˆ
†aˆ− J (6.30)
124 CHAPITRE 6. THERMODYNAMIQUE DES SYSTÈMES NUCLÉAIRES FINIS.
où l'on rappelle que les opérateurs Jˆ+ et Jˆ− sont reliés aux omposantes de spin selon les
axes x et y par :
σˆx =
1
2
(
σˆ+ + σˆ−
)
σˆy =
i
2
(
σˆ− − σˆ+) (6.31)
f(J) est une fontion que l'on peut exprimer à l'aide des opérateurs aˆ† et aˆ† omme :
f(J) =
√
1− aˆ
†aˆ
2J
≃ 1 si J →∞ (6.32)
Dans la limite J → ∞, il en déoule que les relations dénies dans l'équation (6.30) se
simplient par :
σˆx =
√
J
2
(
aˆ† + aˆ
)
σˆy = i
√
J
2
(
aˆ− aˆ†)
σˆz = aˆ
†aˆ− J (6.33)
et sahant que les opérateurs aˆ† et aˆ† peuvent être reliés aux opérateurs position et impul-
sion par :
xˆ =
√
~
2mω
(
aˆ† + aˆ
)
pˆ = i
√
m~ω
2
(
aˆ† − aˆ) (6.34)
on en déduit une proportionnalité entre es opérateurs et les omposantes du spin dans la
limite des J très grands où :
σˆx =
√
Jmω
~
xˆ
σˆy = −
√
J
m~ω
pˆ
σˆz =
1
2
(
mω
~
xˆ2 +
pˆ2
m~ω
− 1
)
− J (6.35)
Ainsi on peut réérire le Hamiltonien de l'osillateur harmonique sous forme d'un Hamil-
tonien de spin :
Hˆ
HO
=
pˆ2
th
2m
th
+
1
2
m
th
ω
th
xˆ2
th
=
~ω
2
(
mω
~
xˆ2
th
+
pˆ2
th
m~ω
)
= lim
J→∞
~ω
(
Jˆz + (2J + 1)
)
(6.36)
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et l'on peut remarquer que le Hamiltonien du spin J est à une onstante près, parfaitement
équivalent à elui d'un osillateur harmonique. On peut également faire la même onnexion
ave le Hamiltonien de ouplage (6.18) pour le thermomètre de spin, et l'on trouve :
Hˆ
I
= −λ
√
J
m~ω
pˆ
th
A∑
i=1
~ˆr2i (6.37)
Dans l'expression préédente, on aurait pu obtenir l'opérateur position à la plae de l'opéra-
teur impulsion en remplaçant l'opérateur σˆy par l'opérateur σˆx. Néanmoins la phénoménolo-
gie est tout à fait identique, ar ela est équivalent à permuter les axes x et y du spin. Il
existe don une équivalene exate entre les Hamiltoniens Hˆ
HO
, et limJ→∞ ~ωJˆz. En parti-
ulier le spetre en énergie à la même forme, et les niveaux d'énergie sont équidistants. Il
est ependant inni pour l'osillateur harmonique, et limité à −~ωJ ≤ E ≤ ~ωJ< pour le
spin. La seul diérene qui existe entre les deux types de thermomètre présentés plus haut,
est don donnée par la dimension du spetre, et par le fait que l'osillateur harmonique
utilisé pour les aluls est un osillateur à trois dimensions. On s'attend don à e que les
deux thermomètres aient les mêmes aratéristiques. Nous allons maintenant passer à la
sous-partie liée aux appliations numériques.
6.2.5 Résultats numériques.
Résultats pour le spin
1
2
.
Nous ommenerons tout d'abord à tester le formalisme posé i-dessus en utilisant
omme thermomètre le spin
1
2
. On prendra omme uide nuléaire, un noyau d'Hélium 4
qui est le système le plus simple pouvant explorer tous les états de spin et d'isospin, et
on utilisera pour tous nos aluls l'interation de Skyrme de type SLy4d. En eet nous
nous attendons à e que à haute énergie d'exitation le système puisse se fragmenter et
ne présenter plus un seul entre de masse, hypothèse qui est expliitement utilisée pour la
determination des paramètres de SLy4. Le noyau sera initialisé dans un état susamment
exité, de tel sorte à e qu'il puisse éhanger de l'énergie ave le thermomètre. L'ensemble
des gures (6.1) a été obtenu en prenant omme valeurs pour la onstante de puits et la
fréquene du spin à W2 = 0.1MeV.fm
−2
et ~ω = 20MeV. La onstante d'interation entre
les deux systèmes a été imposée à λ = 0.02MeV.fm−2. On peut vérier dans un premier
temps à l'aides des gures (6.1), que les onditions régies par les relations (6.11) et (6.23)
sont parfaitement respetées. Les gures (6.1) illustrent l'évolution énergétique pour le
uide nuléaire ainsi que elle du thermomètre, où l'on a initialisé e dernier de manière
arbitraire. On peut remarquer que les deux systèmes restent bloqués autour d'une même
valeur moyenne, et qu'il apparaît un phénomène de battement pas ompatible ave l'image
d'une exploration ergodique de l'espae de phases. Il en est de même si l'on hange leurs
énergies initiales respetives. Etant donné que notre formalisme ne fontionne pas dans
la pratique, il est diile d'être onvainu que les valeurs utilisées pour W2, ~ω, et λ ont
été hoisies de façon judiieuse. Néanmoins des résultats semblables ont été obtenus pour
n'importe quel autres hoix onernant es onstantes. Cei montre que le problème n'est
pas lié à un temps de thermalisation qui serait trop long,mais qu'il s'agit d'un problème
plus oneptuel.
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Fig. 6.1  Figures représentant l'évolution de l'énergie du uide nuléaire, du spin
1
2
, ainsi
que elle du terme de ouplage entre les deux systèmes, pour deux énergies d'exitations
diérentes du système. Pour ette ensemble de aluls, la onstante du piège a été hoisie
W2 = 0.1MeV.fm
−2
, la fréquene du spin ~ω = 20MeV, et la onstante de ouplage λ =
0.02MeV.fm−2. Pour les deux énergies d'exitation, il n'y a pas thermalisation du système,
et des phénomènes de battements apparaissent.
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Résultats pour l'osillateur harmonique.
Nous avons eetué les mêmes aluls en prenant omme thermomètre l'osillateur
harmonique, en gardant pour le uide nuléaire exatement les mêmes paramètres que
pour le as du spin
1
2
. La fréquene du thermomètre a été prise égale à ~ω = 10.8MeV.
À diérentes énergies d'exitation pour le uide nuléaire onstitué d'un noyau d'hélium
4, les gures (6.2) montrent que l'on aboutit exatement aux mêmes onlusions que pour
le as du spin
1
2
, et la même hose est vraie si on hange les valeurs des onstantes pour
W2, ~ω, et λ. L'osillateur harmonique n'est pas un système plus adapté que le spin
1
2
, et
la phénoménologie semble être quasiment identique, dans le sens que nous renontrons les
mêmes types de problèmes pour les deux as. Cela s'explique était prévisible en onsidérant
la onnexion que nous avons fait entre les deux systèmes à l'aide de la transformation de
Holstein-Primako.
Le formalisme tel qu'il a été proposé i-dessus présente don un problème de fondement.
On peut se poser plusieurs questions importantes pour essayer d'interpréter e résultat
troublant. La première est de se demander si le système n'est pas ergodique, ou tout au
moins pas dans des temps raisonnables pour la simulation numérique. Il ne s'agit que
de quatre partiules, et il se pourrait que l'approximation de hamp moyen ne permet
pas assez de utuations pour atteindre un régime ergodique. On pourrait également se
demander si l'on a hoisi judiieusement le piège, dont la forme est à priori arbitraire,
et/ou de même pour le hoix du ouplage. On peut rappeler de nouveau qu'il existe un
lien très fort entre le potentiel harmonique, et les mouvements olletifs qui peuvent briser
l'ergodiité [133, 41℄. Cela s'explique par les fait que les opérateurs ~ˆr2, ~ˆr2, et ~ˆr.~ˆp forment une
algèbre de Lie fermée, et qu'en l'absene d'interation (ou pour des interations purement
loales), un système dans un piège harmonique est intégrable, don non ergodique. Nous
tenterons de répondre à l'ensemble de es questions dans la suite de l'exposé.
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Fig. 6.2  Figures représentant l'évolution de l'énergie du uide nuléaire, de l'osillateur
harmonique, ainsi que elle du terme de ouplage entre les deux systèmes, pour deux
énergies d'exitation diérentes du système. Pour et ensemble de aluls, la onstante du
piège a été hoisie W2 = 0.1MeV.fm
−2
, la fréquene du thermomètre ~ω = 10.8MeV, et
la onstante de ouplage λ = 0.003MeV.fm−4. Pour les deux énergies d'exitation, il n'y a
pas thermalisation du système, et des mouvements olletifs ainsi que des phénomènes de
battements apparaissent, omme pour le as du spin
1
2
.
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6.3 Proédure systématique de l'implémentation du ther-
momètre nuléaire.
6.3.1 Choix du type de ouplage entre le thermomètre et le uide
nuléaire.
Comme nous l'avions énoné préédemment, il est possible que l'une des soures de
notre problème vienne du hoix du type de ouplage entre le thermomètre et le uide nu-
léaire. Le spin
1
2
et l'osillateur harmonique étant des osillateurs, il est possible qu'ils se
ouplent ave le puit harmonique servant de piège au uide nuléaire, en produisant des
mouvements olletifs qui dominent l'énergétique du système. Pour illustrer notre argu-
mentation, revenons à un as d'éole, qui est le système onstitué de deux partiules libres
plongées dans un osillateur harmonique, et qui interagissent entre elles par l'intermédiaire
d'un ouplage linéaire tel que le Hamiltonien total du système soit donné par :
Hˆ = Hˆ
HO1
+ Hˆ
HO2
+ Hˆ
I
(6.38)
où le ouplage entre les deux osillateurs est donné par :
Hˆ
I
= λm
HO
ω2
HO
(xˆ1 + xˆ2)
2
(6.39)
Le Hamiltonien total peut se simplier par :
Hˆ =
pˆ21
2m
HO
+
pˆ22
2m
HO
+
(
1
2
m
HO
ω2
HO
+ λm
HO
ω2
HO
)(
xˆ21 + xˆ
2
2
)
+ 2λm
HO
ω2
HO
xˆ1xˆ2 (6.40)
e qui prouve que le ouplage (6.38) est bien linéaire. Les équations de mouvement pour
les deux partiules sont régies par :
m
HO
d2x1
dt2
= −2
(
1
2
m
HO
ω2
HO
+ λm
HO
ω2
HO
)
x1 − 2λmHOω2
HO
x2 (6.41)
m
HO
d2x2
dt2
= −2
(
1
2
m
HO
ω2
HO
+ λm
HO
ω2
HO
)
x2 − 2λmHOω2
HO
x1 (6.42)
La forme de es équations rappelle les expressions (6.22), on pourrait penser que le Hamil-
tonien permettrait un éhange d'énergie entre les deux osillateurs, et que l'on pourrait
atteindre un équilibre thermodynamique entre les deux systèmes. Néanmoins on peut dé-
montrer que ela est impossible. En eet en sommant et en soustrayant les équations (6.41)
et (6.42), on peut obtenir un nouveau jeux d'équations données par :
m
HO
d2(x1 + x2)
dt2
= −m
HO
ω2
HO
(1 + 4λ)(x1 + x2)
m
HO
d2(x1 − x2)
dt2
= −m
HO
ω2
HO
(x1 − x2) (6.43)
Si l'on eetue le hangement de variables suivant :
x
G
= x1 + x2
x
R
= x1 − x2 (6.44)
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et en dénissant deux nouvelles pulsations :
ω
G
= ω
HO
√
1 + 4λ
ω
R
= ω
HO
(6.45)
on obtient un système d'équations indépendantes tel que :
m
HO
d2x
G
dt2
= −m
HO
ω
G
x
G
m
HO
d2x
R
dt2
= −m
HO
ω
R
x
R
(6.46)
On remarque don que si l'on résout un système de deux osillateurs linéairement ou-
plés, on observera deux phénomènes périodiques bien distints, et osillants aux nouvelles
fréquenes dénies par les relations de l'équation (6.45). Les gures (6.3) illustrent et
exemple, et l'on peut vérier le déouplage de deux modes aux pulsations ω
R
et ω
G
.
Nous avons déjà un premier indie permettant de résoudre notre problème de thermal-
isation. L'idée est de prendre un ouplage non-linéaire. Sahant que les deux types de
0 200 400 600 800 1000
t [fm/c]
-2
-1
0
1
2
x
 [f
m]
x1
x2
0 200 400 600 800 1000
t [fm/c]
-2
-1
0
1
2
x
 [f
m]
xG=x1+x2
xR=x1-x2
Fig. 6.3  La gure de gauhe représente l'évolution temporelle des deux osillateurs ou-
plés linéairement dans la base de départ. Les aluls ont été réalisés ave une fréquene
ω = 0.20.fm−1, et une onstante de ouplage égale à λ = 6. Un mouvement périodique est
lairement visible ave un phénomène de battements. La gure de droite représente l'évolu-
tion temporelle des osillateurs dans la base déouplée, où l'on distingue deux phénomènes
périodiques bien distints. On vérie parfaitement la solution analytique pour les deux
modes déouplés, où les fréquenes des deux modes sont ω
G
= 5ω, et ω
R
= ω.
thermomètres introduis préédemment (spin et osillateur) sont presque équivalents, nous
nous attaherons pour la suite de l'exposé à n'utiliser que l'osillateur harmonique omme
thermomètre nuléaire. Ce hoix a été réalisé pour des raisons purement tehniques, ar
il permet une implémentation plus aisée des ouplages non-linéaires, par rapport au hoix
du spin
1
2
. An d'éviter l'intégrabilité de la dynamique du thermomètre due à la linéarité
des ouplages, nous avons posé :
Hˆ
I
= λ~ˆr4
th
A∑
i=1
~ˆr4i (6.47)
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En réalisant un alul ave e type de ouplage en ayant imposé λ = 0.0005MeV.fm−8, on
remarque à l'aide des gures (6.4) que les phénomènes de battements ont quasiment dis-
paru. Cei onrme l'hypothèse que les phénomènes de battements venaient essentiellement
du fait que l'on avait imposé un ouplage linéaire entre les deux systèmes. On remarque
néanmoins que la thermalisation n'est pas enore atteinte. Il existe une autre soure de
mouvement périodique (don de dynamique intégrable) dans le système, 'est à dire le puit
harmonique. Il pourrait y avoir résonane entre les fréquenes propres du puits et elles
l'osillateur. Une solution possible est d'imposer un piège en ~r4 ave :
Hˆ
Trap
= W4
A∑
i=1
~ˆr4i
= W4
A∑
i=1
(
xˆ4i + yˆ
4
i + zˆ
4
i + 2xˆ
2
i yˆ
2
i + 2xˆ
2
i zˆ
2
i + 2yˆ
2
i zˆ
2
i
)
(6.48)
où W4 joue ii le rle d'une hyperpression, et ~r
4
elui d'un hyper-volume dans un espae
de dimension quatre. L'ensemble des expressions des élements de matrie pour l'opérateur
~ˆr4, ainsi que de leur dérivées sont données en annexe (A.7). Pour éviter tout problème
de ouplage entre le puits et le thermomètre, on introduit aussi un ouplage non-linéaire
par rapport au puits. Notre hoix s'est porté sur une interation de ontat entre le uide
nuléaire et le thermomètre ave :
Hˆ
I
= λ
A∑
i=1
δ
(
~ˆr
th
− ~ˆri
)
(6.49)
et dont la valeur moyenne se réduit sous la forme d'une fontionnelle de la densité tel que :
H
I
= λ
∫
d~r3ρ
th
(~r)ρ
Nuleaire
(~r) (6.50)
où ρ
Nuleaire
est la densité de partiules du uide nuléaire, et ρ
th
est la densité de par-
tiule du thermomètre. Ce ouplage a la propriété de produire des résultats très stables
numériquement. En reommençant les même aluls que préédemment, mais en imposant
une interation de ontat omme ouplage entre les deux systèmes, les gures (6.5) mon-
trent que les deux systèmes s'éhangent de l'énergie, et semblent onverger vers un équilibre
thermodynamique. Néanmoins les gures préédemment exposées montrent seulement qu'il
y a éhange d'énergie entre le noyau et le thermomètre sur des temps longs. Cei est une
ondition néessaire mais pas susante, pour que le système total ait atteint l'équilibre.
Ce qui est néessaire pour que le thermomètre mesure la température du noyau, est que
que les moyennes temporelles soient égales aux moyennes sur les ongurations. Il faut
don que le système total soit ergodique ; à fortiori il faut que le noyau soit ergodique.
Les deux aspets de onvergene vers un état d'énergie dierent de la ondition initiale, et
d'ergodiité ne sont don pas néessairement onnetés. Le prohain test que nous devons
réaliser, est de déterminer si notre système est bien ergodique.
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Fig. 6.4  Figures représentant l'évolution de l'énergie du uide nuléaire, de l'osillateur
harmonique, ainsi que elle du terme de ouplage entre les deux systèmes. Pour et ensemble
de aluls, la onstante du piège a été hoisie W2 = 0.1MeV.fm
−2
, la fréquene du ther-
momètre ~ω = 10.8MeV, et la onstante de ouplage λ = 0.0005MeV.fm−8. Contrairement
au deux systèmes préédents le ouplage à été imposé de telle sorte à être non-linéaire, et à
respeter l'équation (6.47). On peut remarquer que par rapport aux gures (6.1) et (6.2),
les phénomènes de battements ont disparu. La thermalisation de l'ensemble ne semble pas
enore avoir été atteinte.
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Fig. 6.5  Figures représentant l'évolution de l'énergie du uide nuléaire, de l'osillateur
harmonique, ainsi que elle du terme de ouplage entre les deux systèmes. Le alul est
réalisé pour un piège en ~r4, où la onstante du piège a été hoisie W4 = 0.01MeV.fm
−4
,
la fréquene du thermomètre ~ω = 10.8MeV, et la onstante de ouplage λ = 6MeV.fm3.
Le ouplage à été imposé de telle sorte à être une interation de ontate, et à respeter
l'équation (6.47). L'énergetique semble atteindre un équilibre sur des temps asymptotiques.
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6.4 Étude de l'ergodiité du système.
6.4.1 Introdution : Phénomènes ergodiques et haotiques.
L'ensemble des aluls statistiques que nous projetons de réaliser pour les systèmes
nis, utilise le prinipe d'ergodiité. Ce dernier exprime le fait que l'on peut remplaer les
moyennes temporelles, par les moyennes sur l'ensemble statistique dénies par les lois de
onservation respetées par la dynamique pour l'ensemble miroanonique. Cela onstitue
le théorème ergodique de Birkho [139, 140℄. La totalité des systèmes dynamiques ne re-
spete pas ette ondition, bien qu'il s'agisse d'une propriété attendue, tout au moins à
la limite lassique pour la plupart des systèmes omplexes. Il est don possible que notre
système ni ne respete pas ette ondition. Nous allons proposer une méthodologie au
ours de ette sous-partie, nous permettant de valider le prinipe d'ergodiité pour le sys-
tème étudié. Commençons par énumérer les prinipaux types de systèmes dynamiques.
Les systèmes intégrables onstituent le as des systèmes dynamiques les plus simples à
étudier. L'espae des phases pouvant être représenté par un tore, leurs trajetoires sont
aratérisées par des hélies qui s'enroulent autour de e tore, et se referment au bout
d'un ertain nombre de tours. Les trajetoires étant régulières et périodiques, le système
n'explore pas tout le tore pour e type de système, et l'on dit que le tore est résonnant.
De plus il présente des pulsations propres qui sont ommensurables. L'autre as partiulier
de système dynamique est le as de ertains systèmes intégrables perturbés, et qui même
après perturbation ontinuent à admettre des tores invariants, pouvant subsister dans des
régions de mesure nie de l'espae des phases. Ce type de situations orrespond à des
îlots où la dynamique reste quasi-périodique, et d'après le théorème KAM (Kolmogorov,
Arnold et Moser) [140℄, ils ne orrespondent pas néessairement à des systèmes ergodiques.
Enn le dernier type de systèmes dynamiques qui nous intéressent, est le as des systèmes
haotiques. Leurs évolutions dépendent très sensiblement des onditions initiales. Leurs
pulsations propres ne sont pas ommensurables, et leurs trajetoires dans l'espae des
phases sont des hélies qui s'enroulent sur le tore sans repasser deux fois par le même
point. Si l'on attend susamment longtemps, toute portion du tore, aussi petite soit-elle
sera visitée à un moment donné. On dit que l'espae des phases est exploré de manière
dense pour le as des systèmes haotiques, et le tore est non résonnant. Les systèmes las-
siques obéissant à des équations de mouvements non-linéaire montrent généralement des
aratéristiques haotiques [140℄. Etant donné que nous résolvons des équations de mou-
vement hautement non linéaires, il est don très probable que le système soit haotique,
qu'il explore densément l'espae des phases, et don par onséquent qu'il soit ergodique.
La plupart des dénitions et des théorèmes sur le haos et l'ergodiité ont été obtenus
dans le adre de la méanique lassique, dans laquelle le onept de trajetoire, et d'espae
des phases sont univoquement dénis. Toutes les observables, en partiulier la position
et l'impulsion, peuvent être mesurées simultanément. Si le onept de système intégrable
(en partiulier périodique) peut s'étendre sans diulté de la méanique lassique à la
méanique quantique, ei n'est plus vrai pour les systèmes haotiques. La dénition de
haos quantique n'est pas enore établie univoquement. On fait souvent l'hypothèse qu'un
système quantique est haotique, si son analogue lassique est haotique. Toutefois il n'est
pas démontré que de l'ergodiité de l'un, déoule l'ergodiité de l'autre. Dans ette étude,
en s'appuyant sur les fortes onnexions du modèle FMD ave la méanique lassique d'un
système en interation, nous prendrons les indiateurs de haos lassique en faisant l'hy-
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pothèse impliite, qu'ils restent valables pour la dynamique FMD. À l'aide de diérents
outils nous allons démontrer, que le système appartient à la troisième atégorie de sys-
tèmes dynamiques énumérés préédemment. Nous ommenerons par vérier à l'aide de
spetres en Fourier que le système ne présente pas de fréquenes ommensurables, ensuite
nous poursuivrons notre étude par des setions de Poinaré, an de montrer visuellement
que l'espae des phases est densément exploré. Enn nous extrairons une quantité qui peut
aratériser le haos appelée exposant de Lyapunov. Remarquons que la haotiité de la
dynamique est une ondition susante, mais non néessaire pour que les moyennes tem-
porelles oïnident ave les moyennes statistiques. Même si nous ne pouvons pas démontrer
de façon rigoureuse l'existene d'un régime haotique, la présene d'une de très grande sen-
sibilité aux onditions initiales sera tout de même un argument fort, justiant l'appliation
du théorème ergodique. Notons que dans les études préédentes [74℄, l'ergodiité a été tout
simplement supposée sans vériation.
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6.4.2 Setion de Poinaré.
La setion de Poinaré, ou oupe de Poinaré [140, 141, 142, 143, 144, 145℄, onstitue
l'un des outils les plus utilisés pour établir la présene de haotiité d'un système dynamique
lassique. L'idée de Poinaré est de représenter dans un plan de l'espae des phases de
dimension ℜ2N , une trajetoire se déployant dans un sous espae de dimension N − 1. La
oupe de Poinaré onsiste en un ensemble de points, qui intersetent un hyperplan des ci
(qui représentent les positions ou les impulsions), et ei dans une diretion bien déterminée.
On peut par exemple eetuer une oupe dans le plan où l'ensemble des positions sont
nulles, et pour lequel les impulsions sont toutes positives an de déterminer la diretion.
Si l'on onsidère un temps d'évolution du système qui tend vers l'inni, la représentation
de Poinaré est onstituée d'une suession de points dont l'agenement va nous donner
des informations sur la nature du système. Si l'ensemble des points dérit une trajetoire
fermée, alors le système est stable, et si ils remplissent densément la setion, alors le
système est haotique. Dans le as d'un système d'Hélium 4 piégé dans un puits, l'espae
des phases est de dimension 80. En pratique il est très diile de réaliser une setion dans
un espae aussi grand, et la probabilité pour que l'on obtienne un point sur la setion de
Poinaré est très faible. Il faudrait pour ela laisser le système évoluer pendant un temps
exessivement trop long. Dans la littérature, la plupart des systèmes étudiés à l'aide de
ette méthode présente un espae des phases qui est typiquement dix fois plus petit. Les
référenes [143, 144, 145℄ en sont de parfaites illustrations. La gure (6.6) montre la oupe
réalisée pour une durée de 200000 fm/. On peut remarquer que le résultat nal ne semble
pas onluant.
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Fig. 6.6  Figures représentant la setion de poinaré pour un système d'Hélium 4 piégé
dans un puits où l'espae des phases est de dimension 80. La setion est réalisée dans
le plan où l'ensemble des positions sont nulles, et pour lequel les impulsions sont toutes
positives an de déterminer la diretion. L'ensemble des points est obtenu pour une durée
de 200000 fm/.
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6.4.3 Spetre en fréquene.
Un des outils permettant de aratériser le haos est de réaliser un spetre en fréquene
des positions, et des impulsions d'une des partiules du système. Contrairement aux sys-
tèmes périodiques, les systèmes haotiques ne présentent pas de régularité, et ils ne de-
vraient don pas présenter de fréquenes aratéristiques. Si l'on réalise un spetre en
fréquene d'un système haotique, on devrait don obtenir un bruit blan. En réalité il
existe des systèmes intégrables qui ne présentent pas de fréquenes aratéristiques, et qui
peuvent présenter un spetre en Fourier aratérisé par un bruit blan. C'est le as des
systèmes non périodiques ave des équations de mouvement qui toutefois peuvent être in-
tégrées analytiquement. De telle trajetoires peuvent être interprétées omme des tores,
mais de dimension nulle. Un des exemples les plus élèbres est elui régi par l'équation
diérentielle :
d2x
dt2
− γ2x = 0 (6.51)
où γ est une onstante réelle stritement positive. Ce système présente une solution ana-
lytique qui n'admet pas de fréquene aratéristique, et son analyse en Fourier donne un
bruit blan. L'obtention d'un bruit blan par analyse de Fourier ne onstitue don pas une
ondition susante pour aratériser un phénomène haotique. Les spetres en Fourier as-
soiés aux positions et aux impulsions sont réalisés à l'aide d'une transformation de Fourier
numérique, 'est à dire en utilisant la transformation de Hilbert du signal. Cette transfor-
mation orrespond au module de la transformée de Fourier alulée numériquement sur un
intervalle de temps ni :
Fi(ω) =
1√
2π
∣∣∣∣
∫ Tmax
0
e−iωtci(t)dt
∣∣∣∣
=
1√
2π
√(∫ Tmax
0
cos (ωt) ci(t)dt
)2
+
(∫ Tmax
0
sin (ωt) ci(t)dt
)2
(6.52)
où les ci peuvent orrespondre soit aux positions, soit aux impulsions d'une des partiules
du système. Les gures (6.7) et (6.8) montrent la superposition des spetres en fréquenes
des positions et impulsions d'une des partiules piégées dans un puits harmonique, où
l'on a branhé progressivement l'interation nuléaire entre les partiules. En l'absene
d'interation, on peut remarquer que l'on obtient la fréquene aratéristique du puit
harmonique. En branhant pas à pas l'interation nuléaire, ette dernière persiste, et le
spetre en fréquene a tendane à s'aplatir. Néanmoins on ne peut pas vraiment onlure
sur la haotiité d'un système de partiules plongées dans un puit harmonique, ar le puit
harmonique à tendane à ajouter sa omposante qui domine en majeure partie le spetre
en fréquenes. Il est don possible que le système soit haotique mais que l'ensemble du
système présente des vibrations olletives attendues au niveau théorique [133, 41℄. En
réitérant la même manipulation pour un système de partiules plongées dans un piège en
~r4, les gures (6.9) et (6.10) montrent qu'en l'absene d'interation nuléaire, ils existent
plusieurs fréquenes propres, e qui nous permet de onrmer que le risque de ouplage
entre le puits, et le thermomètre est moindre que pour le as préédent. Ensuite on peut
remarquer que le spetre en fréquene s'aplatit de manière assez signiative. Toutefois
aussi dans e as, le bruit blan n'apparaît pas lairement, ar ertaines fréquenes sem-
blent persister même lorsque l'interation est entièrement branhée. On peut ajouter que
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les systèmes quantiques obéissent à des règles de quantiations, et il ne semble pas évident
qu'on puisse véritablement avoir un bruit blan. Nous savons qu'un ritère de haotiité
pour les systèmes quantiques est le fait que la distribution des espaements entre les niveaux
d'énergie suit le GOE [146, 147℄, très diérentes d'un distribution de Poisson, et dont la
transformation de Fourier n'est pas forement un bruit blan. L'analyse en Fourier n'est
don pas onluante en e qui onerne la haotiité. Elle apporte uniquement des éléments
supplémentaires permettant d'appuyer notre argumentation sur les possibles phénomènes
de ouplage qui pourraient exister. Nous allons maintenant utiliser un autre outil perme-
ttant de tester le haos, l'évaluation du nombre aratéristique de Lyapunov du système
[140, 141, 142℄. Nous verrons que son estimation va nous permettre d'obtenir une meilleure
détermination de la haotiité de notre système.
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Fig. 6.7  Superposition des spetres en Fourier des omposantes du veteur position d'une
des partiules du noyau d'un noyau hélium 4 plongé dans un puit harmonique. Pour et
ensemble de aluls, la onstante du piège a été hoisie étant égale à W2 = 0.3MeV.fm
−2
.
L'ensemble des gures représente les spetres pour un branhement progressif de l'intera-
tion nuléaire, où l'interation est multipliée arbitrairement par une onstante de ouplage
α adimensionnée. En l'absene d'interation nuléaire, on retrouve bien la fréquene ara-
téristique du puits harmonique. On remarque progressivement l'aplatissement du spetre,
et la disparition progressive des fréquenes privilégiées, lorsque l'on branhe l'interation
nuléaire. Néanmoins la fréquene du puits harmonique reste dominante même lorsque
l'interation est entièrement implémentée.
140 CHAPITRE 6. THERMODYNAMIQUE DES SYSTÈMES NUCLÉAIRES FINIS.
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25
ω [c/fm]
0
50
100
150
200
TF
 [M
eV
.fm
.c-
2 ]
α = 0
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25
ω [c/fm]
0
20
40
60
80
TF
 [M
eV
.fm
.c-
2 ]
α = 0.2
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25
ω [c/fm]
0
20
40
60
80
TF
 [M
eV
.fm
.c-
2 ]
α = 0.4
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25
ω [c/fm]
0
10
20
30
40
50
60
70
TF
 [M
eV
.fm
.c-
2 ]
α = 0.6
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25
ω [c/fm]
0
10
20
30
40
50
60
TF
 [M
eV
.fm
.c-
2 ]
α = 0.8
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25
ω [c/fm]
0
10
20
30
40
50
60
70
TF
 [M
eV
.fm
.c-
2 ]
α = 1
Fig. 6.8  Superposition des spetres en Fourier des omposantes du veteur impulsion
d'une des partiules du noyau d'un noyau hélium 4 plongé dans un puits harmonique. Pour
et ensemble de aluls, la onstante du piège a été hoisie étant égale àW2 = 0.3MeV.fm
−2
.
L'ensemble des gures représente les spetres pour un branhement progressif de l'intera-
tion nuléaire, où l'interation est multipliée arbitrairement par une onstante de ouplage
α adimensionnée. En l'absene d'interation nuléaire, on retrouve bien la fréquene ara-
téristique du puit harmonique. On remarque progressivement l'aplatissement du spetre,
et la disparition progressive des fréquenes privilégiées, lorsque l'on branhe l'interation
nuléaire. Néanmoins la fréquene du puits harmonique reste dominante même lorsque
l'interation est entièrement implémentée.
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Fig. 6.9  Superposition des spetres en Fourier des omposantes du veteur position
d'une des partiules du noyau d'un noyau hélium 4 plongé dans un puit en ~r4. Pour et
ensemble de aluls, la onstante du piège a été hoisie étant égale à W4 = 0.03MeV.fm
−4
.
L'ensemble des gures représente les spetres pour un branhement progressif de l'intera-
tion nuléaire, où l'interation est multipliée arbitrairement par une onstante de ouplage
α adimensionnée. En l'absene d'interation nuléaire, on remarque qu'il n'existe plus
de fréquene aratéristique. Lors du branhement progressif de l'interation, le spetre
s'aplatit sans pour autant éliminer les fréquenes aratéristiques.
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Fig. 6.10  Superposition des spetres en Fourier des omposantes du veteur impulsion
d'une des partiules du noyau d'un noyau hélium 4 plongé dans un puit en ~r4. Pour et
ensemble de aluls, la onstante du piège a été hoisie étant égale à W4 = 0.03MeV.fm
−4
.
L'ensemble des gures représente les spetres pour un branhement progressif de l'inter-
ation nuléaire, où l'interation est multipliée arbitrairement par une onstante de ou-
plage α adimensionnée. En l'absene d'interation nuléaire, on remarque qu'il existe plus
de fréquene aratéristique. Lors du branhement progressif de l'interation, le spetre
s'aplatit sans pour autant éliminer les fréquenes aratéristiques.
6.4. ÉTUDE DE L'ERGODICITÉ DU SYSTÈME. 143
6.4.4 Calul de l'exposant de Lyapunov.
Au ours de ette sous-partie nous allons détailler, et mettre en appliation une méthode
plus puissante que l'analyse de Fourier, et que la setion de Poinaré. Cette méthode
onsiste à extraire l'exposant de Lyapunov qui peut permettre de aratériser le haos
[140, 141, 142℄. Notons par ~y l'ensemble des N variables que nous allons analyser pour
aratériser la haotiité du système. En physique lassique ~y représenterait l'ensemble des
positions et impulsions des partiules, régies par des équations diérentielles qui peuvent
s'érire en toute généralité par :
d~y
dt
= ~f(~y, t) (6.53)
En méanique statistique, on utilise le terme ot pour dénoter une telle expression. Dans
notre as, nous remplaerons les oordonnées des partiules par les paramètres variationnels
qµ. On peut toujours trouver une trajetoire du type ~y0(t), et étudier son éart δ~y(t) =
~y(t)− ~y0(t) si l'on modie d'une quantité innitésimale ses onditions initiales ave :
~y(0) = ~y0(0) + δ~y(0) (6.54)
En linéarisant au première ordre le ot autour de la trajetoire ~y0(t) on obtient le développe-
ment suivant :
dδ~y
dt
=
∂ ~f
∂y
δ~y (6.55)
où
∂ ~f
∂y
est une matrie qui dépend à la fois du ot, ainsi que de la solution ~y0(t). Sauf as
exeptionnel, la résolution analytique de l'équation (6.55) s'avère impossible. Néanmoins
son intégration numérique peut être toujours menée, et l'on peut déterminer une matrie
L(t) donnant l'évolution de l'éart en fontion de l'éart initial :
δ~y(t) = L(t)δ~y(0) (6.56)
La matrie L(t) est une matrie arrée de dimension N × N , que l'on peut diagonaliser
dans la base des veteurs propres des δy(t). On aboutit don à une matrie diagonale, dont
les N valeurs propres éventuellement omplexes, admettent la forme analytique suivante :
L(t) =


eλ1t 0 · · · · · · · · · 0
0 eλ2t 0 · · · 0 ...
.
.
. 0
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
. 0
.
.
.
.
.
. 0 · · · 0 eλN−1t 0
0 · · · · · · · · · 0 eλN t


(6.57)
où en générale on a λi = λi(t). On peut toujours aluler la trae du produit de ette
matrie par son Hérmitique onjugué où :
tr
(
L†(t)L(t)
)
= e(λ1+λ
∗
1)t + e(λ2+λ
∗
2)t + . . .+ e(λN−1+λ
∗
N−1)t + e(λN+λ
∗
N)t
(6.58)
et on dénit exposant de Lyapunov la quantité suivante :
λ¯ = lim
t→∞
1
2t
ln
(
tr
(
L†(t)L(t)
))
(6.59)
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Nous pouvons remarquer que λ¯ représente la valeur asymptotique des oeients λi(t)
ayant la partie réelle la plus grande, 'est à dire le oeient d'éart exponentiel maximal
entre deux trajetoires, ayant des onditions initiales prohes. Grâe à ette astue, on est
don apable de déterminer la plus grande partie réelle λ¯, sans être obligés d'appliquer les
méthodes habituelles de détermination des valeurs propres d'une matrie. Il est important
de remarquer que la forme exponentielle trouvée pour la matrie L(t) ave λi(t) = te n'est
pas générale, ar le plus souvent la matrie
∂ ~f
∂y
est dépendante du temps. Dans e as, ette
dernière n'admet pas de valeurs propres onstantes, et de plus la matrie L(t) ne peut
être diagonalisée dans un repère xe au ours du temps. Néanmoins des théorèmes, dits
théorèmes ergodiques multipliatifs [141, 142℄, permettent de dénir pour une très large
atégorie de situations, l'existene de la quantité λ¯ régie par l'équation (6.59), omme
étant égale au nombre aratéristique de Lyapunov. Pour le as des systèmes haotiques,
e nombre doit être stritement positif, 'est à dire qu'il va aratériser un oeient
d'éart exponentiel onstant dans l'espae des phases de la trajetoire ~y(t) par rapport à
la trajetoire y0(t), lorsque l'on modie la ondition initiale d'une quantité innitésimale.
Si un tel exposant existe, l'exponentielle ayant la partie réelle la plus grande dominera la
somme (6.58), et nous pourrons érire :
λ¯ = lim
t→∞
1
t
ln (Dλ(t)) (6.60)
où Dλ est la distane de Lyapunov qui mesure l'éartement entre les deux trajetoires dans
l'espae des phases dénis par :
Dλ(t) =
√√√√ N∑
i=1
ωiδyi(t)2 (6.61)
On peut maintenant mettre en appliation ette méthode, an de tester la haotiité
de notre système onstitué d'un noyau d'hélium 4 piégé, aussi bien dans un puit har-
monique, que dans un piége en ~r4. On part d'une ondition initiale ~y0(0), pour l'ensem-
ble des paramètres des gaussiennes, auquel nous ajoutons une variation innitésimale qui
est de l'ordre du dix-millième. Ce alul est itéré inquante fois de telle sorte à obtenir
un ensemble de 1250 ouples d'éartement dans l'équivalent FMD de l'espae des phases
lassiques, et ensuite déterminer un éartement moyen à l'aide de l'équation (6.61). Les
gures (6.11) et (6.12) montrent le logarithme de l'éartement des diérents paramètres
des gaussiennes en fontion du temps. On peut remarquer que leur éartement roît de
manière exponentielle au ours du temps pour les deux types de piège. La saturation que
l'on observe par la suite est due au fait que l'espae des phases est de dimension nie, e
qui limite l'éartement possible des diérents paramètres à des valeurs limite. A l'aide de
es ourbes, nous ne pouvons déterminer si il s'agit de nombres de Lyapunov individuels
pour haun des paramètres. Pour ela il aurait fallut trouver la matrie L(t), et en déduire
les valeurs propres assoiées. Néanmoins on peut déterminer le nombre de Lyapunov total
λ¯ pour haun des deux types de systèmes, et ei en alulant l'éartement total, 'est à
dire la distane de Lyapunov. Etant donné que l'espae des phases est de dimension nie,
on ne peut en pratique faire tendre le temps vers l'inni. On doit se ontenter des portions
de ourbes pour lesquelles le logarithme de la distane de Lyapunov ne sature pas, 'est
à dire elles où la roissane est linéaire. Le oeient direteur de la pente sera égale à
l'exposant λ¯. Les gures (6.13) représentent le logarithme des distanes de Lyapunov pour
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les deux types de piège. On trouve des nombres de Lyapunov positifs, qui pour le piège
harmonique, et le piège en ~r4 sont donnés dans le tableau (6.1). On en déduit don que
le système est haotique. Il remplit densément l'espae des phases, e qui implique qu'il
est ergodique pour les deux pièges utilisés. L'extration des nombres de Lyapunov permet
don d'avoir un ritère sur la haotiité des systèmes, beauoup plus laire que les spetres
en Fourier, ou la setion de Poinaré. L'extration du nombre de Lyapunov est un argu-
ment assez fort nous permettant de onrmer la nature haotique de notre système. Le
système de nuléons piégés dans le piège harmonique étant bien ergodique, ela onrme
que le problème de thermalisation était essentiellement dû à un problème de ouplage en-
tre le puits et le thermomètre. On peut remarquer que dans le as de ertains systèmes
intégrables, on aurait pu aussi trouver un exposant de Lyapunov positif. Un des exemples
simples est le système dynamique déni par l'équation diérentielle (6.51). Néanmoins en
e qui nous onerne, nous intégrons des systèmes d'équations diérentielles hautement
non linéaires, et il est très peu probable que nous renontrions e genre de situation pour
un système de partiules en interation.
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Fig. 6.11  Représentation du logarithme des diérents éartements moyens, pour haun
des paramètres des gaussiennes. Leur estimation a été évaluée sur un ensemble de 1250
ouples pour un noyaux d'hélium piégé dans un puit harmonique, pour deux valeurs de
la onstante du piège W2. Pour les deux as on peut remarquer qu'il y a une roissane
exponentielle, puis saturation due à la dimension nie de l'espae des phases.
6.4. ÉTUDE DE L'ERGODICITÉ DU SYSTÈME. 147
0 1000 2000 3000 4000 5000
t [fm/c]
0
2
4
6
8
lo
g(D
a R
)
W4=0.01MeV.fm
-4
W4=0.03MeV.fm
-4
0 1000 2000 3000 4000 5000
t [fm/c]
0
2
4
6
8
lo
g(D
a I
)
W4=0.01MeV.fm
-4
W4=0.03MeV.fm
-4
0 1000 2000 3000 4000 5000
t [fm/c]
0
2
4
6
8
lo
g(D
b R
x)
W4=0.01MeV.fm
-4
W4=0.03MeV.fm
-4
0 1000 2000 3000 4000 5000
t [fm/c]
0
2
4
6
8
lo
g(D
b I
x)
W4=0.01MeV.fm
-4
W4=0.03MeV.fm
-4
0 1000 2000 3000 4000 5000
t [fm/c]
0
2
4
6
8
lo
g(D
b R
y)
W4=0.01MeV.fm
-4
W4=0.03MeV.fm
-4
0 1000 2000 3000 4000 5000
t [fm/c]
0
2
4
6
8
lo
g(D
b I
y)
W4=0.01MeV.fm
-4
W4=0.03MeV.fm
-4
0 1000 2000 3000 4000 5000
t [fm/c]
0
2
4
6
8
lo
g(D
b R
z)
W4=0.01MeV.fm
-4
W4=0.03MeV.fm
-4
0 1000 2000 3000 4000 5000
t [fm/c]
0
2
4
6
8
lo
g(D
b I
z)
W4=0.01MeV.fm
-4
W4=0.03MeV.fm
-4
Fig. 6.12  Représentation du logarithme des diérents éartements moyens, pour haun
des paramètres des gaussiennes. Leur estimation a été évaluée sur un ensemble de 1250
ouples pour un noyaux d'hélium piège dans un puit en ~r4, pour deux valeurs de la onstante
du piège W4. Pour les deux as on peut remarquer qu'il y a une roissane exponentielle,
puis saturation due à la dimension nie de l'espae des phases.
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Fig. 6.13  Représentation du logarithme des distanes de Lyapunov pour un noyaux
d'hélium 4 piégé dans un puit harmonique (gure de gauhe), et pour un piège en ~r4
(gure de droite). Pour haun des deux type de piège, deux valeurs ont été hoisies pour
les onstantes de piège W2 et W4. Dans tous les as la roissane est linéaire, et sature
à ause de la dimension nie de l'espae des phases. Ce résultat onrme l'éartement
exponentiel de la distane de Lyapunov, et don la haotiité du système. L'exposant de
Lyapunov peut être estimé dans haun des as, à l'aide de la pente de la droite.
W2 [MeV.fm
−2] 0.1 0.3
λ¯ [/fm] 0.00476 0.00318
χ2 0.955 0.903
W4 [MeV.fm
−4] 0.01 0.03
λ¯ [/fm] 0.00652 0.00267
χ2 0.964 0.967
Tab. 6.1  Ensemble des tableaux réapitulatifs regroupant l'ensemble des exposants de
Lyapunov λ¯. Ces derniers ont été extraits à l'aide des pentes des droites, qui ont été ajusté
sur les données des gures (6.13). Les indies de onanes χ2 sur l'ajustement, semblent
donner un très bonne ave la roissane linéaire du logarithme de la distane de Lyapunov
dans haun des as.
6.5. ETUDE THERMODYNAMIQUE DU NOYAU D'HÉLIUM 4. 149
6.5 Etude thermodynamique d'un système nie : le noyau
d'hélium 4.
Dans ette setion nous étudions la thermodynamique d'un noyau d'hélium 4 onné
dans un piège en ~r4. Nous allons montrer que, même pour un système onstitué seule-
ment de 4 partiules, une laire phénoménologie de transition de phase du premier ordre
apparait. La transition sera évaluée à l'aide de la ourbe alorique qui donne la relation
fontionnelle entre la température et l'énergie. Avant de montrer les résultats, une dernière
étape tehnique onsiste à évaluer le temps d'autoorrelation pour la onstrution des
moyennes statistiques.
6.5.1 Calul de la fontion d'autoorrelation.
Lorsque l'ensemble du système uide nuléaire plus thermomètre nuléaire a atteint
l'équilibre thermodynamique, il est néessaire de omptabiliser l'ensemble des événements
qui vont nous permettre de déterminer la température ainsi que l'énergie d'exitation
moyenne de notre système. Comme pour le modèle d'Ising, ils nous faut éliminer les or-
rélations spurieuses, et déterminer à partir de quel moment deux événements, 'est à dire
deux réalisations temporelles diérentes, peuvent être onsidérés omme indépendants. Le
temps de déohérene va être déterminé à l'aide de la fontion d'autoorrélation normalisée,
qui est dénie par :
g(τ) =
〈Θ(τ)Θ(0)〉
〈Θ(0)2〉
=
∫∞
0
Θ(t+ τ)Θ(t)dt∫∞
0
Θ(t)2dt
(6.62)
où Θ orrespond à la valeur moyenne d'une des observables du système lorsque l'on a
atteint l'équilibre thermodynamique, 'est à dire lorsque l'on a observé la onvergene
de toutes les observables. On hoisira pour Θ la valeur moyenne de l'énergie du uide
nuléaire. Dans le as présent, le temps de déohérene τD sera donné par le temps où l'on
vériera la relation g(τD) =
g(0)
2
. Comme pour le modèle d'Ising on devra estimer pour
haque énergie d'exitation du système, la valeur de τD an de déterminer orretement
la moyenne ergodique de haune des observables. La gure (6.14) illustre la fontion
d'autoorrélation pour un noyaux d'hélium 4 plongé dans un piège en ~r4, où l'énergie
d'exitation est de l'ordre de 4 MeV par nuléon. On peut remarquer que le temps de
déohérene est assez long, même si le système est susamment exité. Ces temps sont
généralement de l'ordre de 1500 fm/ pour des énergies d'exitations qui sont supérieures
à 5 MeV par nuléon. Ces temps de déohérene assez longs, s'expliquent essentiellement
par le fait que le système osille à plusieurs fréquenes qui sont très prohes de elle du
piège. Etant donné que nous aurons un nombre d'événements assez limité pour réaliser
notre moyenne ergodique sur les diérentes observables, il sera don impératif d'estimer
l'erreur sur es dernières qui évoluera omme en
1√
n
Total
, où n
Total
orrespond au nombre
total d'événements séletionnés pour aluler les moyennes ergodiques.
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Fig. 6.14  Fontion d'autoorrélation obtenue à partir de l'évolution temporelle de l'én-
ergie du uide nuléaire à l'équilibre thermodynamique. Le temps de déohérene est de
l'ordre de 1500fm/ pour et exemple, où l'énergie d'exitation est de E∗ = 6.23MeV/A.
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6.5.2 Courbes aloriques du noyau d'hélium 4.
Nous allons maintenant extraire la ourbe alorique du noyau d'hélium 4 en util-
isant la méthode développée préédemment. La onstante du piège sera xée à W4 =
0.01MeV.fm−4, et nous utiliserons une interation de ontat entre le uide nuléaire et le
thermomètre ave λ = 6MeV.fm3. Pour diérentes énergies d'exitation du système, nous
pouvons extraire les températures du système orrespondantes, où les moyennes ergodiques
sont estimées en tenant ompte des temps de déohérene obtenus à l'aide de la fontion
d'autoorrélation.
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Fig. 6.15  Courbes aloriques du noyau d'hélium 4 pour W4 = 0.01MeV.fm
−4
. Les points
en noirs, rouges, et bleus représentent respetivement les aluls réalisés ave l'interation
SLy4d, SLy4d plus l'interation Coulombienne, et l'interation SGII. On remarque qu'il
n'y pas de diérene notable entre les trois aluls.
La gure (6.15) représente l'ensemble des trois aluls qui ont été réalisés, où l'ensem-
ble des ourbes aloriques a été alulé pour des énergies d'exitations omprises entre
E∗ = 6MeV/A et E∗ = 17MeV/A. Les températures assoiées à des énergies d'exita-
tions omprises entre E∗ = 3MeV/A et E∗ = 5MeV/A n'ont pas été extraites, ar elles
orrespondent à des énergies du uide nuléaire qui ne permettent pas de respeter la
ondition (6.11). Enn pour les systèmes enore plus froids, il est plus diile de ther-
maliser le système, 'est pourquoi nous n'avons pas exploré ette partie du diagramme
des phases. Il faut également noter que les diérentes ourbes aloriques ont été extraites
ave des valeurs moyennes pour H
Nuleaire
et H
Th
qui ont des ordres de grandeurs ompa-
rables, et ei an d'éviter tout problème de ouplage entre les deux systèmes. On travaille
don dans un ensemble statistique hybride qui se situe entre l'ensemble miro-anonique et
l'ensemble anonique. La première ourbe alorique a été obtenue pour un système neutre
en harge, et nous avons utilisé l'interation de Skyrme SLy4d. Cette dernière peut être
omparé à elle obtenue pour un système hargé, et nous pouvons remarquer que les eets
Coulombiens ont une inuene négligeable sur la ourbe alorique. Cei s'explique par le
fait que l'énergie d'interation Coulombienne ne représente qu'une très faible proportion
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de l'énergie totale du noyau d'hélium 4. An de pouvoir tester les éventuelles eets de
l'interation Coulombienne sur le diagramme des phases, il faudrait pour ela prendre un
système plus hargé, tel que par exemple le noyau d'oxygène 16. Si l'on regarde maintenant
la ourbe alorique obtenue ave l'interation réaliste SGII, nous onstatons que elle-i
peut être quasiment superposé à elle obtenue ave la paramétrisation SLy4d. Ce qui dé-
montre que le diagramme des phases reste insensible à la paramétrisation utilisée. Il serait
toute fois intéressant de omparer nos résultats, à une ourbe alorique obtenue à l'aide
d'une interation moins réaliste tel que l'interation SIII. La première partie déroissante
entre 6 < E∗ < 8MeV est diile à omprendre et pourrait reéter une persistane de
problèmes numériques. Pour des énergie plus élévées, les ourbes aloriques montrent un
omportement d'inversion de pente aratéristique d'une transition de phase du premier
ordre pour un système ni [148℄. Ce résultat est en aord ave les études de thermody-
namique FMD/AMD déjà réalisés dans la littérature [74, 149, 150℄.
An d'obtenir des informations supplémentaires sur la de transition de phase, nous
avons regardé la distribution en énergie pour haun des points alulés. Les gures (6.16),
(6.17), (6.18), et (6.19) illustrent les distributions d'énergies pour quatre points de la
ourbe alorique du noyau d'hélium 4 neutre en harge. Ces dernières ont été obtenues
pour des aluls statistiques omportant environ 80 événements. Si l'on part d'une énergie
d'exitation du système qui est de l'ordre de E∗ = 8MeV/A, on passe progressivement
d'une distribution monomodale qui aratérise l'équivalene de la phase liquide, vers une
distribution bimodale aratérisant la zone de oexistene liquide-gaz, pour enn retrouver
de nouveau une distribution monomodale traduisant la phase gaz du système.
Les gures (6.20), (6.21), (6.22), et (6.23) représentent les distributions d'énergie pour le
noyau d'hélium 4 hargé. Comme préédemment, le système est aratérisé par une tran-
sition de type liquide-gaz. Néanmoins on peut remarquer que le système est aratérisé
par un distribution trimodale pour l'énergie d'exitation E∗ = 10.623MeV/A. Le système
utue entre trois ongurations possibles qui sont deutérium + deutérium, hélium 3 +
neutron, et tritium + proton. Les ongurations hélium 3 + neutron, et tritium + pro-
ton sont tout à fait équivalentes en l'absene d'interation Coulombienne, e qui explique
pourquoi nous trouvons une distribution bimodale pour un système neutre en harge. L'ap-
parition de la distribution trimodale est don essentiellement due à la brisure de symétrie
induite par l'interation Coulombienne.
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Fig. 6.16  Distribution d'énergie du noyau d'hélium 4 neutre en harge pour E∗ =
8.84MeV/A. La distribution est monomodale, e qui aratérise la phase "`liquide"' du
système. Celle-i peut être ajustée à l'aide d'une gaussienne, où l'indie de onane sur
l'ajustement est donné par χ2 = 0.906.
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Fig. 6.17  Distribution d'énergie du noyau d'hélium 4 neutre en harge pour E∗ =
10.58MeV/A. La distribution est bimodale, e qui aratérise la zone de oexistene
"`liquide-gaz"' du système. Celle-i peut être ajustée à l'aide de deux gaussiennes, où
l'indie de onane sur l'ajustement est donné par χ2 = 0.907.
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Fig. 6.18  Distribution d'énergie du noyau d'hélium 4 neutre en harge pour E∗ =
15.05MeV/A. La distribution est bimodale, e qui aratérise la zone de oexistene
"`liquide-gaz"' du système. Celle-i peut être ajustée à l'aide de deux gaussiennes, où
l'indie de onane sur l'ajustement est donné par χ2 = 0.795.
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Fig. 6.19  Distribution d'énergie du noyau d'hélium 4 neutre en harge pour E∗ =
17.06MeV/A. La distribution est monomodale, e qui aratérise la phase "`gaz"' du sys-
tème. Celle-i peut être ajustée à l'aide d'une gaussienne, où l'indie de onane sur
l'ajustement est donné par χ2 = 0.796.
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Fig. 6.20  Distribution d'énergie du noyau d'hélium 4 hargé pour E∗ = 6.63MeV/A. La
distribution est monomodale, e qui aratérise la phase "`liquide"' du système. Celle-i
peut être ajustée à l'aide d'une gaussienne, où l'indie de onane sur l'ajustement est
donné par χ2 = 0.98.
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Fig. 6.21  Distribution d'énergie du noyau d'hélium 4 hargé pour E∗ = 10.62MeV/A.
La distribution est bimodale, e qui aratérise la utuation du système entre trois on-
gurations possibles qui sont deutérium + deutérium, hélium 3 + neutron, et tritium +
proton. Celle-i peut être ajustée à l'aide de trois gaussiennes, où l'indie de onane sur
l'ajustement est donné par χ2 = 0.912.
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Fig. 6.22  Distribution d'énergie du noyau d'hélium 4 hargé pour E∗ = 14.63MeV/A.
La distribution est bimodale, e qui aratérise la zone de oexistene "`liquide-gaz"' du
système. Celle-i peut être ajustée à l'aide de deux gaussiennes, où l'indie de onane
sur l'ajustement est donné par χ2 = 0.851.
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Fig. 6.23  Distribution d'énergie du noyau d'hélium 4 hargé pour E∗ = 17.63MeV/A. La
distribution est monomodale, e qui aratérise la phase "`gaz"' du système. Celle-i peut
être ajustée à l'aide d'une gaussienne, où l'indie de onane sur l'ajustement est donné
par χ2 = 0.905.
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6.6 Conlusion.
Au ours de e hapitre, nous avons développé une méthodologie permettant d'im-
plémenter orretement un thermomètre utile à l'extration du diagramme des phases
des systèmes nis. Nous avons vu que es derniers devaient ontenus dans un piége non
linéaire, ondition qui doit être également imposée pour le terme d'interation de ontat
ave le thermomètre an d'éviter tout problème de thermalisation. Nous avons également
testé l'ergodiité du système avant d'eetuer tout alul statistique en utilisant diérentes
méthodes, et nous avons vu que l'extration du nombre de Lyapunov semble être la plus
onluante. Le diagramme des phases pour le noyau d'hélium 4 montre qu'il est aratérisé
par une transition de premier ordre ave oexistene entre diérentes ongurations, e qui
orrespondrait à des phases dans un système inni. L'interation Coulombienne inue sur
elui-i en brisant une symétrie du système, et en réant l'apparition d'une distribution
multimodale pour une ertaine partie de la zone de oexistene.
Nous pourrons don par la suite utiliser la même méthodologie onernant l'extration
du diagramme des phases pour la matière d'étoile. Cette dernière étant une matière innie
où les partiules n'ont pas besoin d'être ontenues dans un piége, nous pouvons espérer
que les eets de ouplage du thermomètre ave de possibles modes olletifs du uide
nuléaire seront nettement réduits, et les aluls de thermodynamique plus aisés. Nous
allons maintenant onsarer notre prohain hapitre à l'adaptation du modèle FMD à la
matière d'étoile.
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Chapitre 7
Perspetives : vers une appliation du
modèle FMD à la matière d'étoile.
7.1 Introdution.
Le préèdent hapitre était orienté vers l'étude du noyau ni d'hélium 4 ontenu dans un
piège dont les onditions aux bords du réseau utile à son étude étaient sans ambiguïtés. Si
on herhe maintenant à réaliser un travail similaire pour la matière d'étoile, nous devrons
utiliser une ellule qui reproduit orretement un blo de matière innie. Comme nous
l'avons vu dans les hapitres portant sur le problème de la matière d'étoile, l'usage d'une
ellule périodique étendue à l'inni est néessaire an de reproduire le aratère inni de
la matière d'étoile.
Ce type de problème est tout à fait analogue à eux que l'on renontre en physique
de l'état solide pour les strutures ristallines de ertains matériaux. Il faut néanmoins
distinguer le as de la matière d'étoile du as des solides où le système est aussi inni
et périodique. Pour le as des solides, la struture est périodique ar le potentiel ion-
ique est périodique. Inversement pour l'éore des étoiles à température nulle, le potentiel
auto-ohérent dans lequel les partiules sont plongées est périodique, ar la struture est
périodique à ause des symétries. A température nie les symétries sont brisées et le sys-
tème n'est plus périodique. Toutefois du point de vue stritement tehnique, la seul façon
de minimiser les eets spurieux de taille nie (dus au fait que les simulations ne peuvent
se faire que sur des systèmes nis) est de répliquer le système dans les trois diretions de
l'espae, e qui par onstrution produit un système périodique [39℄. Il faut don garder à
l'esprit que la périodiité imposée ontrairement au as des solides, n'est qu'une approxi-
mation, et il faudra don veiller à vérier que le système étudié est de dimension linéaire
supérieur à la longueur de orrélation λ(T ). Par exemple si le système était ritique à
la température T = T
C
, la représentation du système périodique serait tout simplement
inadéquate.
Si l'on herhe à résoudre le problème quantique pour un système périodique, aussi bien
pour le as des étoiles que pour le as des solides, 'est à dire pour un système présentant un
potentiel périodique, la struture disrète du spetre en énergie d'une ellule isolée, prend
une struture en bandes à ause de la périodiité du potentiel [151℄. La solution pour la
fontion d'onde totale du système est une fontion d'onde de Bloh [151℄. Ces ingrédients
de méanique quantique n'ont pas été pris en ompte pour l'ensemble des aluls qui ont
été réalisés par C.J. Horowitz et G. Watanabe [8, 18, 19℄, et seule la ondition sur les
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bords périodique d'une ellule a été imposée. Ce qui est une ondition néessaire, mais pas
susante si l'on souhaite traiter le problème quantique. A l'heure atuelle, seul le alul
de l'énergie d'interation Coulombienne utilise la propriété de périodiité d'une ellule
pour le ontexte astrophysique. Une partie importante de la physique du problème a don
été oubliée, et il est possible que la struture en bandes du spetre en énergie joue un
rle important sur l'estimation quantitative des diérentes observables qui peuvent être
alulées, ainsi que sur les diérentes strutures que peut prendre la matière d'étoile à
très basse température. Une indiation en e sens vient des aluls de N. Chamel et al.
[152℄ qui ont montré dans le adre d'un approhe HFB, que la prise en ompte des phases
de Bloh inuene le alul de la superuidité de l'éore. Le but de e hapitre est de
proposer un formalisme basé sur les fontions d'onde de Bloh adapté à l'implémentation
du onept de matière périodique dans une approhe FMD. Dans la première sous-partie
de e hapitre, nous dénirons les fontions d'onde de Bloh pour diérents ensembles
statistiques. Nous disuterons ensuite son implémentation dans le adre du modèle FMD.
Nous terminerons enn e hapitre, en proposant une tehnique permettant d'implémenter
l'interation Coulombienne pour le ontexte astrophysique dans le adre du modèle FMD.
7.2 Implémentation des onditions de Bloh.
7.2.1 Formalisme de base et ensembles statistiques.
Le but de ette sous-partie est de présenter la forme générale des fontions d'onde
d'un système de partiules indépendantes soumises à un potentiel périodique [151℄. La
onséquene direte sera l'apparition d'une struture en bandes pour le spetre en énergie
de partiule seule, struture qui devra être onsidérée pour tous les aluls statistiques
réalisés par la suite à l'aide du modèle FMD. Dans la suite de l'exposé nous ne onsid-
érerons que l'espae à une dimension an de simplier les notations, et le as d'éole d'un
potentiel externe U(xˆ). L'ensemble des résultats pourra être généralisé aisément à l'espae
à trois dimensions, et au as physique d'intérêt d'un potentiel auto-ohérent U(ρ(xˆ)). Le
Hamiltonien par partiule est donné par :
hˆ =
pˆ2
2m
+ U(ρ(xˆ)) (7.1)
et l'équation aux valeurs propres pour un système non-périodique s'érit :
hˆ|ψn〉 = εn|ψn〉 (7.2)
ave |ψn〉 qui sont des états propres orthonormés à une partiule, 〈ψn′ |ψn〉 = δn′n. Si l'on
onsidère 2N répliques du système physique, 'est à dire pour un potentiel respetant la
relation U(x) = U(x+mL) ave m = −N, . . . , 0, . . . , N , le théorème de Bloh [151℄ donne
une équation aux valeurs propres plus généralisée omme suit :
hˆ|ψn,k〉 = εn,k|ψn,k〉 (7.3)
ave 〈ψn′,k′|ψn,k〉 = δn′nδk′k, où k = −N, . . . , 0, . . . , N est le nombre d'onde assoié aux
états à une partiule, dont la projetion dans la représentation |x〉 respete la ondition de
périodiité d'une ellule selon :
〈x|ψn,k〉 = un,k(x)ei
2πk
(2N+1)L
x
(7.4)
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où L est la périodiité imposée sur la fontion d'onde. Pour un système périodique inni
'est à dire pour N → ∞, le même nombre quantique n est assoié à un nombre inni
d'états propres qui dièrent entre eux par un fateur de phase :
〈x|ψn,ϕ〉 = un,ϕ(x)eiϕx ave 0 ≤ ϕ ≤ 2π
L
(7.5)
Cette fontion d'onde est appelée fontion d'onde de Bloh. Elle est aratérisée par le
fait d'avoir, à té du nombre quantique n, un nombre quantique additionnel k provenant
de l'invariane translationnelle du problème. Cette invariane translationnelle impose la
ondition de périodiité un,k(x) = un,k(x +mL) de telle sorte que la fontion d'onde est
périodique à moins d'un fateur de phase :
〈x+mL|ψn,k〉 = ei
2πk
2N+1
m〈x|ψn,k〉 (7.6)
La fontion d'onde de Bloh ψn,k(x) représente physiquement une partiule déloalisée sur
2N +1 ellules identiques, e qui a pour eet de transformer l'état propre dans une bande.
En eet si l'on onsidère des ondes de Bloh pour les états à une partiules, l'équation aux
valeurs propres (7.3) se réduit à résoudre dans la représentation |x〉 l'équation diérentielle
pour un,k(x) donnée par :[
~
2
2m
(
−i∇ + 2πk
(2N + 1)L
)2
+ U(x)
]
un,k(x) = εn,kun,k(x) (7.7)
où l'on peut voir que n donne le nombre de haque bande et k = −N, . . . , 0, . . . , N le
niveau à l'intérieur de haque bande. Les énergies propres solutions de ettes équation
diérentielle sont shématiquement représentées par la gure (7.1). Celle-i nous montre
Fig. 7.1  Figure représentant le spetre en énergie pour un système isolé (à gauhe), et
elui d'un système périodique (à droite). Les niveaux d'énergie tendent à former des bandes
d'énergie lorsque l'on fais tendre N →∞.
que les énergies propres sont disrètes, que de nouveaux niveaux d'énergie apparaissent
lorsque l'on augmente progressivement le nombre de répliques du système physique, et qui
tendent à former des bandes d'énergie lorsque l'on fait tendre N →∞. La fontion d'onde
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de Bloh ψn,k(x) est dénie sur tout l'espae −NL ≤ x ≤ NL. Tout alul d'observable Θˆ
sur un état de Bloh :
< Θˆ > = 〈ψn,k|Θˆ|ψn,k〉
=
∫ NL/2
−NL/2
∫ NL/2
−NL/2
ψ∗n,k(x
′)Θ(x, x′)ψn,k(x)dxdx′ (7.8)
omporte don une intégrale sur un espae inni, e qui est impossible à réaliser. La même
hose est naturellement vraie pour le as de plusieurs partiules : si Θˆ est un opérateur à
un orps et les partiules sont indépendantes alors :
< Θˆ > =
1
A
A∑
i=1
〈ψni,ki|Θˆ|ψni,ki〉 (7.9)
où nous avons supposé des états orthogonaux. Toutefois ei peut se simplier : l'avantage
du formalisme de Bloh est que nous pouvons obtenir les résultats du système inni, tout
en travaillant sur une seule ellule 0 ≤ x ≤ L. A e but dénissons la fontion d'onde dans
la ellule :
ψ¯n,k(x) =
√
2N + 1ψn,k(x) ave 0 ≤ x ≤ L (7.10)
dénie de façon à avoir la juste normalisation, 'est à dire telle que la valeur moyenne d'un
opérateur loal à un orps soit :
< Θˆl > = (2N + 1) < Θˆl >Box
=
2N + 1
A
A∑
i=1
∫ L/2
−L/2
ψ∗ni,ki(x)Θ(x)ψni,ki(x)dx (7.11)
Le as des opérateurs non loaux omme l'énergie inétique est plus déliat, et ne sera
pas abordé ii. Cette expression montre que les observables loales sont extensives (pro-
portionnelles à (2N + 1)). Dans une longueur nie L, les observables du système inni se
alulent don à l'aide d'une ellule :
< Θˆl >Box =
< Θˆl >
2N + 1
=
1
A
A∑
i=1
∫ L/2
−L/2
ψ∗ni,ki(x)Θ(x)ψni,ki(x)dx (7.12)
Si le système est à température nie, et ei est le as qui nous intéresse, les états de
partiule seul ψ(x) ne sont pas les états purs, mais des états mélange :
ψ(x) =
∑
n,k
pn,kψn,k(x) (7.13)
ave pn,k la probabilité de l'état |ψn,k〉. A la limite thermodynamique la phase k devient
une variable ontinue, et ette équation devient :
ψ(x) =
∑
n
∫ 2π/L
0
dϕpn,ϕψn,ϕ(x) ave 0 ≤ ϕ ≤ 2π
L
(7.14)
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La valeur moyenne à température nie s'érit don :
< Θˆl >Box=
∑
n
∫ 2π/L
0
dϕpn,ϕ < Θˆl >n,ϕ (7.15)
où
< Θˆl >n,ϕ=
∫ L/2
−L/2
ψ∗n,ϕ(x)Θ(x)ψn,ϕ(x)dx (7.16)
Dans l'ensemble grand-anonique, pn,ϕ est analytique :
pn,ϕ =
1
1 + exp (β(εn,ϕ − µ)) (7.17)
Pour une appliation à FMD, nous nous intéressons à l'ensemble miro-anonique et nous
aédons aux probabilités des miro-états en utilisant le théorème ergodique :
< Θˆl >Box= lim
T→∞
1
T
∫ T
0
dt
∑
n
∫ 2π/L
0
dϕpn,ϕ(t) < Θˆl >n,ϕ (7.18)
où
pn,ϕ(t) = δ(n− n(t))δ(ϕ− ϕ(t)) (7.19)
est la fréquene d'oupation des miro-états donnée par a dynamique supposée ergodique.
La prohaine sous-partie va être onsarée à l'appliation du formalisme des ondes de
Bloh que nous venons de développer, dans le adre du modèle FMD pour l'ensemble
miro-anonique.
7.2.2 Implémentation dans le adre du modèle FMD.
Dans la préédente sous-partie nous avons vu que si nous voulons traiter orretement
le problème quantique pour la matière d'étoile dans l'approximation de partiules indépen-
dantes, les états à une partiule devront être des fontions d'onde de Bloh. Ave l'ansatz
FMD pour les fontions d'onde (4.15), ei revient à érire :
〈x|ql,k(t)〉 = lim
N→∞
1
(2N + 1)1/2
N∑
m=−N
exp
(
−(x− bl(t)−mL)
2
2al(t)
)
ei
x
L
k 2π
2N+1 |χl(t), φl(t)〉|mt(l)〉
(7.20)
où les indies l et k indiquent qu'il s'agit de la lème partiule à laquelle nous lui avons
assoié l'onde k. Chaque état à une partiule représente don l'évolution dynamique de
2N+1 partiules déloalisées sur les 2N+1 ellules. Nous avons vu au paragraphe préédent
que nous serons menés à aluler des intégrales seulement dans la ellule 0 ≤ x ≤ L. Si
nous avons le soin de hoisir la ondition L≫ al(t) ∀l, alors à tout n de alul, la fontion
d'onde dénie par l'équation (7.10) pourra être remplaée par :
〈x|q¯l,ϕl(t)〉 =
1∑
m=−1
exp
(
−(x− bl(t)−mL)
2
2al(t)
)
eiϕlx|χl(t), φl(t)〉|mt(l)〉 (7.21)
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Fig. 7.2  Représentation de la partie réelle de l'état à une partiule déni par la relation
(7.21). La gaussienne est répliquée dans haune des ellules en tenant ompte du fateur
de phase ϕ.
si 0 ≤ x ≤ L ave 0 ≤ ϕ ≤ 2π/L. Cei est représenté par la gure (7.2). Cette fontion
d'onde représente pour haque hoix de phase une partiule dans une ellule, e qui est
équivalent à avoir 2N + 1 partiules dans 2N + 1 ellules. La moyenne statistique dénie
par l'équation (7.22) s'érit :
< Θˆl >Box= lim
T→∞
1
T
∫ T
0
dt < Θˆl >Box (t) (7.22)
où la moyenne instantanée est donnée par :
< Θˆl >Box (t) =
1
A
A∑
k=1
A∑
l=1
〈q¯k,ϕk(t)|Θˆl|q¯l,ϕl(t)〉Olϕl,kϕk(t) (7.23)
En utilisant la relation (7.21), le reouvrement entre deux états à une partiule s'érit
don :
O−1jϕj ,iϕi =
〈
qj,ϕj |qi,ϕi
〉
Box
δϕj ,ϕi
=
(
2π
a∗jai
a∗j + ai
)1/2
〈χj , φj|χi, φi〉 〈mt(j)|mt(i)〉 ×[
exp
(
−
(
b∗j − bi
)2
2
(
a∗j + ai
)
)
+ exp
(
−
(
b∗j − bi − L
)2
2
(
a∗j + ai
)
)
+ exp
(
−
(
b∗j − bi + L
)2
2
(
a∗j + ai
)
)]
(7.24)
L'équation (7.22) suppose que, à ause de l'ergodiité de la dynamique, au ours du temps
tous les états (l, ϕl) soient explorés de façon uniforme ompatiblement ave la onservation
de l'énergie. Cei est vrai en e qui onerne les paramètres variationnels des gaussiennes,
mais non pour les phases de Bloh qui ne sont pas des variables dynamiques. La moyenne
statistique doit don se aluler en introduisant une ultérieure moyenne sur les phases :
< Θˆl >=
L2
4π2
∫ 2π/L
0
dϕ
∫ 2π/L
0
dϕ′
1
A
A∑
k=1
A∑
l=1
〈q¯k,ϕ|Θˆl|q¯l,ϕ′〉BoxOlϕ′,kϕδϕ′,ϕ (7.25)
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Une des méthodes possibles an de réaliser ette moyenne sur les phases est de hanger de
manière aléatoire la phase des partiules, lorsque l'une d'entre elles sort de la ellule pour
être replaée à l'autre extrémité de ette dernière selon les onditions aux bords périodiques.
On explorera ainsi toutes les ongurations aessibles au système. Le fait de hanger de
manière aléatoire la phase de la fontion d'onde du système a pour avantage d'introduire
un mouvement stohastique, et don d'avoir un alul qui va au-delà du hamp moyen.
De plus étant donné qu'il s'agit d'un blo de matière inni, les partiules n'ont pas besoin
d'être ontenues dans un piége, e qui implique que les eets de ouplage du thermomètre
ave de possibles modes olletifs du uide nuléaire seront nettement réduit par rapport
aux observations présentées au hapitre préédent. Pour es raisons, nous nous attendons
à e que le temps de thermalisation et les propriétés ergodiques du système posent moins
de problèmes pour la matière d'étoile.
Nous allons maintenant passer à la sous-partie qui traite de l'implémentation de l'in-
teration Coulombienne pour notre ontexte astrophysique.
7.3 Implémentation de l'interation Coulombienne pour
la matière d'étoile.
Comme nous l'avons vu ave l'approhe Ising-Star, l'implémentation de l'interation
Coulombienne pour le ontexte astrophysique néessite de tenir ompte de la longue porté
de l'interation Coulombienne, tout en alulant toutes les interations possibles proton-
proton, eletron-proton, et eletron-eletron. L'une des possibilités est d'utiliser un réseau
périodique et d'appliquer la méthode de sommation d'Ewald pour le modèle FMD. L'inon-
vénient majeur de ette méthode est qu'elle demande l'évaluation direte de l'interation
Coulombienne ave l'utilisation de l'opérateur densité à deux orps, e que nous herhons
absolument à éviter pour les raisons évoquées dans les hapitres préédents. Par ontre il
est tout à fait possible de aluler l'énergie Coulombienne omme nous l'avons fait pour le
as des noyaux nis, 'est à dire en résolvant l'équation de Poisson. Comme nous l'avons
pu le voir, il s'agit d'une méthode simple à mettre en oeuvre, pour laquelle nous devrons
poser orretement les onditions aux limites adaptées au ontexte astrophysique. Sahant
que le système est onstitué de protons dont la harge est érantée par un fond uniforme
d'életrons répartis uniformément sur le réseau, nous aurons une harge totale qui sera
globalement nulle, et qui onstituera la première ondition aux limites à imposer lors de
la résolution de l'équation de Poisson par :∫
ρc(~r)d
3~r = 0 (7.26)
Ii la densité de harge total ρc est dénie omme la somme de la densité de harge
protonique et életronique ρc(~r) = ρp(~r)+ρe−(~r), où l'on imposera ρp(~r) = −
∫
ρe−(~r)/V d
3~r
de telle sorte à respeter la ondition de neutralité en harge globale de la matière d'étoile.
Etant donné que nous travaillons dans un système périodique, la ondition de périodiité
sur le potentiel devra être également imposée omme étant la seonde ondition aux limites
lors de la résolution de l'équation de Poisson, se qui rejoint notre disussion de la préédente
sous-partie. Expliitement :
V
Coul
(~r) = V
Coul
(~r + ~L) (7.27)
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Si l'on herhe a résoudre l'équation de Poisson à l'aide du shéma d'ordre 2 pour un réseau
à une dimension, tout en respetant les onditions limites données par les relations (7.26)
et (7.27), on obtient un système d'équations linéaires très similaire à elui qui a été obtenu
pour les noyaux nis :

−2 1 0 · · · 0 1
1 −2 1 0 · · · 0
0
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
. 0
0 · · · 0 1 −2 1
1 0 · · · 0 1 −2




v1
v2
.
.
.
.
.
.
vn−1
vn


=


f1
f2
.
.
.
.
.
.
fn−1
fn


(7.28)
où nous avons onservé les mêmes notations que elles qui ont été dénies dans le hapitre
5, et le système peut être toujours réérit sous la forme transparente suivante :
C~v = ~f (7.29)
On peut remarquer que la matrie C présente à es extrémités des onstantes C1n = Cn1 =
1, qui nous n'avions pas pour le as des noyaux nis et qui retraduisent la ondition limite
(7.27). Ce fait implique :
n∑
j=1
Cij = 0 ∀i et
n∑
i=1
Cij = 0 ∀j (7.30)
e qui onduit à :
n∑
i=1
fi =
n∑
i=1
n∑
j=1
Cijvj
=
n∑
j=1
vj
n∑
i=1
Cij
= 0 (7.31)
qui n'est rien d'autre que la ondition de neutralité (7.26). Cette observation intéressante
signie que tout système inni doit néessairement être neutre en harge pour éviter la
divergene de l'énergie Coulombienne à la limite thermodynamique [40℄.
Si l'on herhe à résoudre l'équation (7.29), il semblerait que ette dernière pose prob-
lème. En eet la matrie C présente un noyau non nul où det(C) = 0, elle est don non
inversible. Cei peut mieux se voir en réérivant l'équation de Poisson dans l'espae de
Fourier :
v˜k ∝ ρ˜c,k
k2
(7.32)
et qui présente une divergene pour le mode k=0. Mais on peut remarquer que pour e
mode, la transformée de Fourier de la densité ρ˜c,k=0 =
∫
ρc(~r)d
3~r est nulle à ause de
la neutralité en harge globale du système, e qui implique don que v˜0 est une onstante
arbitraire qui xe seulement le niveaux d'énergie du potentiel. On pourrait don en prinipe
résoudre l'équation de Poisson en supprimant le mode k=0. Cela aurait pour onséquene
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d'estimer le potentiel à une onstante près, e qui est toujours le as et qui n'a auune
inuene lors du alul diret de l'énergie Coulombienne donné par l'équation (5.12). Nous
venons de voir à nouveau que les systèmes innis doivent être neutres. Nous n'utiliserons
pas ette méthode, mais les shémas d'intégration d'ordre 2 ou d'ordre 4, que nous avons
préédemment utilisé pour les noyaux nis, mais en respetant ette fois les onditions
limites (7.26) et (7.27). En appliquant es shémas, on peut aluler le potentiel oulombien
pour la matière d'étoile, ainsi que le terme diret de l'énergie d'interation Coulombienne
donné par les relations (5.12) et (5.13). Le tableau (7.1) est un exemple d'appliation
numérique pour un réseau omprenant deux protons plaés aléatoirement et érantés par
un fond uniforme d'életrons. Pour les deux shémas d'intégration, on remarque que le
alul onverge très rapidement ave la méthode d'ordre 2, et que la préision tend à être
meilleure pour la méthode d'ordre 4.
Nous avons ainsi développé une méthode très stable numériquement, et plus simple à
implémenter que la méthode de sommation d'Ewald. Elle présente l'avantage d'être plus
rapide que ette dernière, ar nous n'utilisons que l'opérateur densité à un orps. La seule
approximation qui est réalisée réside dans le alul du terme d'éhange, qui est alulé à
l'aide de l'approximation de Slater.
2nd order 4th order
E1 (MeV) 0.06133 0.06108
E2 (MeV) 0.06057 0.06106
erreur relative (%) 1.24 0.029
Tab. 7.1  Estimation du terme diret de l'énergie d'interation Coulombienne pour la
matière d'étoile, à l'aide des méthodes itératives d'ordre 2 et d'ordre 4. Pour deux protons
plaés aléatoirement dans la ellule et érantés par un fond uniforme d'életrons, on alule
les deux estimations diérentes pour l'énergie Coulombienne E1 et E2 données par les
relations (5.12), et (5.13). En respetant les onditions aux limites (7.26) et (7.27), on
remarque que l'on obtient une très bonne onvergene du terme diret ave les deux shémas
d'intégration, dont la préision augmente ave l'ordre de la méthode.
7.4 Conlusions.
Nous avons donné dans e hapitre des perspetives onernant l'implémentation de
fontions d'ondes de Bloh au sein de notre modèle, an de reproduire le aratère inni
de la matière d'étoile. Il faut néanmoins remarquer qu'auune appliation numérique n'a été
enore réalisée à l'aide du modèle FMD, et que ertains points restent enore à approfondir
avant de réaliser des simulations numériques.
En e qui onerne l'implémentation de l'interation Coulombienne pour le ontexte
astrophysique, nous avons vu que la résolution de l'équation de Poisson était une méthode
originale permettant une résolution omplète du problème onernant e détail tehnique.
En eet, elle permet une implémentation simple à mettre en oeuvre, et qui permet à la fois
d'obtenir des résultats d'une très bonne préision à l'aide du shéma d'intégration d'ordre
4.
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Chapitre 8
Conlusions et perspetives.
Nous avons lors de e travail étudié les aspets thermodynamiques de la matière d'étoile
à l'aide d'une approhe Ising. Nous nous sommes intéressés aux eets de la frustration
Coulombienne, et nous avons démontré qu'ils induisaient un élargissement de la zone de
oexistene liquide-gaz ave une augmentation de la température limite pour le point de
transition, résultat qui est entièrement dû à l'érantage des életrons. Nous avons également
démontré que le modèle Ising-Star n'appartient à auune lasse d'universalité ar il n'admet
pas de point ritique. Ce résultat a été onrmé à l'aide du groupe de renormalisation. Cette
suppression de la ritiité n'appuie pas l'hypothèse d'un piégeage omplet des neutrinos
dans l'éore des proto-étoiles à neutrons lors de la première étape de leur refroidissement.
Néanmoins nous pouvons supposer que si la polarisabilité n'est pas négligeable, le potentiel
d'interation Coulombienne devra tenir ompte d'un terme d'érantage, et par onséquene
l'interation Coulombienne pourrait se omporter omme une interation de portée nie.
En plus si la matière d'étoile ne présente pas de point ritique, elle devrait néanmoins
présenter des transitions de premier ordre assoiéees à des instabilité, qui peuvent avoir
une inuene importante sur les propriétés d'interation des neutrinos ave la matière.
Dans le but d'obtenir des résultats réalistes pour les lignes de transition du premier
ordre, nous avons développé un modèle FMD dont les équations ont été re-dérivées dans
un formalisme Skyrme Hartree-Fok. L'implémentation numérique de notre modèle a été
testée à de nombreuse reprises à l'aide de as modèles, tel que le système onstitué de
fermions libres, où elui de fermions ontenus dans un puit harmonique. Nous l'avons par
la suite appliqué à l'étude des états fondamentaux de noyaux bien onnus, et nous en
avons onstaté qu'il donnait des résultats en bon aord aussi bien ave le modèle Hartree-
Fok, qu'ave les résultats expérimentaux. Son appliation à l'étude des modes olletifs
des noyaux semble être très enourageante, et nous avons partiulièrement obtenu des
résultats quantitativement prohes de l'expériene pour le as de l'ISGMR du arbone 12.
Néanmoins les aluls de modes olletifs à l'aide du modèle FMD restent raisonnables
dans la limite où ils n'impliquent pas de ompression. Le alul d'IVGDR est l'une des
perspetives envisagée pour la suite.
Notre motivation prinipale étant d'extraire les aratéristiques thermodynamiques des
éores des proto-étoiles, et étoiles à neutrons, nous avons ommené par un as plus
simple qui était elui de l'étude thermodynamique des noyaux nis. Nous avons exposé
une méthodologie permettant l'implémentation d'un thermomètre nuléaire, et nous en
avons onlu que e dernier devait être ouplé au uide nuléaire par l'intermédiaire d'une
interation non-linéaire. L'ajout d'un piège non-linéaire onnant le uide nuléaire est
une ondition néessaire à la préédente an d'éviter tout problème de thermalisation du
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système. Après avoir eetué des tests de haotiités permettant de valider l'ergodiité du
système nuléaire, nous en avons extrait la ourbe alorique du noyau d'hélium 4. Nous
en avons déduit que e dernier était aratérisé par une transition de type liquide-gaz, et
que les paramétrisations de Skyrme utilisées n'avaient auune inuene sur le diagramme
des phases. Il serait néanmoins intéressant de refaire le même type de alul à l'aide d'une
interation moins réaliste tel que l'interation SIII an de tester son inuene sur e dernier.
L'énergie d'interation Coulombienne étant faible pour le as du noyau d'hélium 4, il serait
également utile de refaire les mêmes aluls pour des noyaux présentant une harge plus
importante.
En utilisant les mêmes onepts développés pour le as des noyaux nis, nous avons es-
quissé les méthodes qui permettent d'étudier les propriétés thermodynamique de la matière
d'étoile. Cette dernière étant une matière innie, les nuléons du système n'ont pas le be-
soin d'être piégés. On s'attend don à e que les eets de ouplage du thermomètre ave
de possibles modes olletifs du uide nuléaire soient réduits, e qui induira moins de
problèmes en e qui onerne le temps de thermalisation et les propriétés ergodiques du
système. Néanmoins notre modèle FMD doit être adapté au ontexte astrophysique, et
nous avons vu qu'il doit pour ela être agrémenté de deux ingrédients essentiels. L'im-
plémentation de l'interation Coulombienne pour e ontexte peut se faire aisément en
résolvant l'équation de Poisson. Les onditions de Bloh doivent être également implémen-
tées an de reproduire la propriété de matière innie. Ce dernier point est atuellement
enore en disussion bien que nous en avons exposé les prinipaux fondements de base.
Une fois les onditions de Bloh implémentées nous devrions en prinipe pouvoir obtenir
des premières informations sur la thermodynamique de la matière d'étoile. Nous pourrions
ainsi par la suite aluler les setions eaes d'interation des neutrinos ave la matière
d'étoile présente dans l'éore interne des protoétoiles.
Annexe A
Elements de matries et densités loales
du modèle FMD.
A.1 Etat à une partiule et ses dérivées premières dans
la représentation |~r〉.
Les états à une partiule dans la représentation |~r〉 sont donnés par :
〈~r|qk〉 = exp

−
(
~r − ~bk
)2
2ak

 |χk, φk〉|mt(k)〉 (A.1)
ave |χk(t), φk(t)〉 qui est le veteur d'onde de spin 1/2 des partiules dans l'espae des
états de spin à deux dimensions déni par :
|χk, φk〉 =
(
cos
(
χk
2
)
sin
(
χk
2
)
eiφk
)
(A.2)
où χk(t) et φk(t) sont les deux phases dépendantes du temps qui dérivent l'évolution
dynamique du spin dans ette espae. Le ket |mt(k)〉 représente le degré de liberté lié à
l'isospin. Il vient ensuite les expressions des dérivées premières dans la représentation |~r〉 :
〈
~r
∣∣∣∣∣∂qk∂ak
〉
=
(
~r −~bk
)2
2a2k
〈~r|qk〉 (A.3)
〈
~r
∣∣∣∣∣∂qk∂~bk
〉
=
~r −~bk
ak
〈~r|qk〉 (A.4)
〈
~r
∣∣∣∣∣ ∂qk∂φk
〉
= exp

−
(
~r −~bk
)2
2ak


(
0
i sin
(
χk
2
)
eiφk
)
|mt(k)〉 (A.5)
〈
~r
∣∣∣∣∣ ∂qk∂χk
〉
= exp

−
(
~r −~bk
)2
2ak

( −12 sin
(
χk
2
)
1
2
cos
(
χk
2
)
eiφk
)
|mt(k)〉 (A.6)
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A.2 Matrie de reouvrement.
Les éléments de la matrie de reouvrement sont donnés par :
〈qk|ql〉 = O−1kl
=
(
2π
a∗kal
a∗k + al
)3/2
exp


(
~b∗k −~bl
)2
2 (a∗k + al)

 〈χk, φk|χl, φl〉 〈mt(k)|mt(l)〉 (A.7)
ave
〈χk, φk|χl, φl〉 = cos
(χk
2
)
cos
(χl
2
)
+ sin
(χk
2
)
sin
(χl
2
)
exp (−i (φk − φl)) (A.8)
et l'on onsidérera qu'il n'y a pas de reouvrement entre deux partiules d'espèe diérente
ave :
〈mt(k)|mt(l)〉 = 2
(
1
4
+mkml
)
, mt =
{
1
2
pour les protons,
−1
2
pour les neutrons.
(A.9)
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A.3 Dérivées premières des éléments de la matrie de
reouvrement.
Les dérivées premières des éléments de la matrie de reouvrement sont données par :
〈
qk
∣∣∣∣∣∂ql∂al
〉
=
1
2

 3
al
− 3
a∗k + al
+
(
~b∗k −~bl
a∗k + al
)2 〈qk|ql〉 (A.10)
〈
qk
∣∣∣∣∣∂ql∂~bl
〉
=
~b∗k −~bl
a∗k + al
〈qk|ql〉 (A.11)
〈
qk
∣∣∣∣∣ ∂ql∂φl
〉
= i sin
(χk
2
)
sin
(χl
2
)
exp (−i (φk − φl)) 〈qk|ql〉〈χk, φk|χl, φl〉 (A.12)〈
qk
∣∣∣∣∣ ∂ql∂χl
〉
=
1
2
(
− cos
(χk
2
)
sin
(χl
2
)
+ sin
(χk
2
)
cos
(χl
2
)
exp (−i (φk − φl))
)
× 〈qk|ql〉〈χk, φk|χl, φl〉 (A.13)
où haun de es éléments respete la ondition suivante :〈
∂ql
∂r∗λ
∣∣∣∣∣qk
〉
=
(〈
qk
∣∣∣∣∣ ∂ql∂rλ
〉)∗
(A.14)
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A.4 Dérivées seondes des éléments de la matrie de
reouvrement.
Les dérivées seondes des éléments de la matrie de reouvrement sont données par :
〈
∂qk
∂a∗k
∣∣∣∣∣∂ql∂al
〉
=
[
1
4

 3
a∗k
− 3
a∗k + al
+
(
~b∗k −~bl
a∗k + al
)2

 3
al
− 3
a∗k + al
+
(
~b∗k −~bl
a∗k + al
)2
+
1
a∗k + al

1
2
3
a∗k + al
−
(
~b∗k −~bl
a∗k + al
)2
]
〈qk|ql〉 (A.15)
〈
∂qk
∂~b∗ki
∣∣∣∣∣ ∂ql∂~blj
〉
=
(
δij
a∗k + al
− (b
∗
ki − bli)
(
b∗kj − blj
)
(a∗k + al)
2
)
〈qk|ql〉 (A.16)
〈
∂qk
∂a∗k
∣∣∣∣∣∂ql∂~bl
〉
=
1
2
~b∗k −~bl
a∗k + al

 3
a∗k
− 5
a∗k + al
+
(
~b∗k −~bl
a∗k + al
)2 〈qk|ql〉 (A.17)
〈
∂qk
∂φk
∣∣∣∣∣ ∂ql∂φl
〉
= sin
(χk
2
)
sin
(χl
2
)
exp (−i (φk − φl)) 〈qk|ql〉〈χk, φk|χl, φl〉 (A.18)〈
∂qk
∂χk
∣∣∣∣∣ ∂ql∂χl
〉
=
1
4
(
− sin
(χk
2
)
sin
(χl
2
)
+ cos
(χk
2
)
cos
(χl
2
)
exp (−i (φk − φl))
)
× 〈qk|ql〉〈χk, φk|χl, φl〉 (A.19)〈
∂qk
∂χk
∣∣∣∣∣ ∂ql∂φl
〉
=
i
2
cos
(χk
2
)
sin
(χl
2
)
exp (−i (φk − φl)) 〈qk|ql〉〈χk, φk|χl, φl〉 (A.20)〈
∂qk
∂φk
∣∣∣∣∣∂ql∂~bl
〉
= −i
~b∗k −~bl
a∗k + al
sin
(χk
2
)
sin
(χl
2
)
exp (−i (φk − φl)) 〈qk|ql〉〈χk, φk|χl, φl〉 (A.21)〈
∂qk
∂χk
∣∣∣∣∣∂ql∂~bl
〉
=
~b∗k −~bl
a∗k + al
1
2
(
− sin
(χk
2
)
cos
(χl
2
)
+ cos
(χk
2
)
sin
(χl
2
)
exp (−i (φk − φl))
)
× 〈qk|ql〉〈χk, φk|χl, φl〉 (A.22)〈
∂qk
∂φk
∣∣∣∣∣∂ql∂al
〉
= − i
2

 3
al
− 3
a∗k + al
+
(
~b∗k −~bl
a∗k + al
)2 sin(χk
2
)
sin
(χl
2
)
exp (−i (φk − φl))
× 〈qk|ql〉〈χk, φk|χl, φl〉 (A.23)
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〈
∂qk
∂χk
∣∣∣∣∣∂ql∂al
〉
=
(
− sin
(χk
2
)
cos
(χl
2
)
+ cos
(χk
2
)
sin
(χl
2
)
exp (−i (φk − φl))
)
×1
4

 3
al
− 3
a∗k + al
+
(
~b∗k −~bl
a∗k + al
)2 〈qk|ql〉
〈χk, φk|χl, φl〉 (A.24)
où haun de es éléments respete la ondition suivante :〈
∂ql
∂r∗λ
∣∣∣∣∣∂qk∂rκ
〉
=
(〈
∂qk
∂r∗κ
∣∣∣∣∣ ∂ql∂rλ
〉)∗
(A.25)
A.5 Energie inetique.
Les éléments de la matrie à un orps de l'énergie inétique sont dénis par :
〈
qk|tˆ|ql
〉
=
〈
qk
∣∣∣∣∣ pˆ
2
2m
∣∣∣∣∣ql
〉
=
(~c)2
2mc2

 3
a∗k + al
−
(
~b∗k −~bl
a∗k + al
)2 〈qk|ql〉 (A.26)
et leurs dérivées premières sont données par :
〈
∂qk
∂~b∗k
∣∣∣∣∣tˆ
∣∣∣∣∣ql
〉
= − (~c)
2
2mc2
~b∗k −~bl
a∗k + al

 5
a∗k + al
−
(
~b∗k −~bl
a∗k + al
)2 〈qk|ql〉 (A.27)
(A.28)〈
∂qk
∂a∗k
∣∣∣∣∣tˆ
∣∣∣∣∣ql
〉
=
(~c)2
4mc2
[
3
a∗k + al

 3
a∗k
− 5
a∗k + al
+
(
~b∗k −~bl
a∗k + al
)2
−
(
~b∗k −~bl
a∗k + al
)2 3
a∗k
− 7
a∗k + al
+
(
~b∗k −~bl
a∗k + al
)2
]
〈qk|ql〉 (A.29)
(A.30)〈
∂qk
∂φk
∣∣∣∣∣tˆ
∣∣∣∣∣ql
〉
= −i sin
(χk
2
)
sin
(χl
2
)
exp (−i (φk − φl))
〈
qk|tˆ|ql
〉
〈χk, φk|χl, φl〉 (A.31)
(A.32)〈
∂qk
∂χk
∣∣∣∣∣tˆ
∣∣∣∣∣ql
〉
=
1
2
(
− sin
(χk
2
)
cos
(χl
2
)
+ cos
(χk
2
)
sin
(χl
2
)
exp (−i (φk − φl))
)
×
〈
qk|tˆ|ql
〉
〈χk, φk|χl, φl〉 (A.33)
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A.6 Osillateur harmonique.
Les éléments de la matrie à un orps de l'énergie harmonique sont dénis par :
〈qk|~ˆr2|ql〉 =
(
3Gkl + ~B
2
kl
)
〈qk|ql〉 (A.34)
et en dénissant les quantités :
Gkl =
a∗kal
a∗k + al
(A.35)
et
~Bkl =
al~b
∗
k + a
∗
k
~bl
a∗k + al
(A.36)
ainsi que leurs dérivées :
∂Gkl
∂a∗k
=
a2l
a∗k + al
(A.37)
∂Gkl
∂~b∗k
= 0 (A.38)
∂Gkl
∂φk
= 0 (A.39)
∂Gkl
∂χk
= 0 (A.40)
et
∂ ~Bkl
∂a∗k
= −al
~b∗k −~bl
(a∗k + al)
2 (A.41)
∂ ~Bkli
∂~b∗kj
= δij
al
(a∗k + al)
(A.42)
∂ ~Bkl
∂φk
= 0 (A.43)
∂ ~Bkl
∂χk
= 0 (A.44)
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les expressions des dérivées premières sont données par :
〈
∂qk
∂a∗k
∣∣∣∣∣~ˆr2
∣∣∣∣∣ql
〉
=
(
2 ~Bkl.
∂ ~Bkl
∂a∗k
+ 3Gkl
∂Gkl
∂a∗k
)
〈qk|ql〉+
〈
∂qk
∂a∗k
∣∣∣∣∣ql
〉
〈qk|~ˆr2|ql〉
〈qk|ql〉 (A.45)〈
∂qk
∂~b∗k
∣∣∣∣∣~ˆr2
∣∣∣∣∣ql
〉
= 2 ~Bkl.
∂ ~Bkl
∂~b∗k
〈qk|ql〉+
〈
∂qk
∂~b∗k
∣∣∣∣∣ql
〉
〈qk|~ˆr2|ql〉
〈qk|ql〉 (A.46)
〈
∂qk
∂φk
∣∣∣∣∣~ˆr2
∣∣∣∣∣ql
〉
= −i sin
(χk
2
)
sin
(χl
2
)
exp (−i (φk − φl))
〈
qk|~ˆr2|ql
〉
〈χk, φk|χl, φl〉 (A.47)〈
∂qk
∂χk
∣∣∣∣∣~ˆr2
∣∣∣∣∣ql
〉
=
1
2
(
− sin
(χk
2
)
cos
(χl
2
)
+ cos
(χk
2
)
sin
(χl
2
)
exp (−i (φk − φl))
)
×
〈
qk|~ˆr2|ql
〉
〈χk, φk|χl, φl〉 (A.48)
A.7 Piége en ~r4.
Les éléments de la matrie à un orps de l'énergie du piége en ~r4 sont dénis par :
〈qk|~ˆr4|ql〉 =
(
15G2kl + ~B
4
kl + 18 ~B
2
klGkl
)
〈qk|ql〉 (A.49)
et en utilisant les notations de la setion préédente, les dérivées premières sont données
par :
〈
∂qk
∂~b∗k
∣∣∣∣∣~ˆr4
∣∣∣∣∣ql
〉
= 〈qk|ql〉
(
4 ~Bkl.
∂ ~Bkl
∂~b∗k
~B2kl + 36
~Bkl.
∂ ~Bkl
∂~b∗k
Gkl
)
+
〈
∂qk
∂~b∗k
∣∣∣∣∣ql
〉
〈qk|~ˆr4|ql〉
〈qk|ql〉(A.50)〈
∂qk
∂a∗k
∣∣∣∣∣~ˆr4
∣∣∣∣∣ql
〉
= 〈qk|ql〉
[
~Bkl.
∂ ~Bkl
∂a∗k
(
4 ~B2kl + 36G
2
kl
)
+Gkl
∂Gkl
∂a∗k
(
30 + 18 ~B2kl
)]
+
〈
∂qk
∂a∗k
∣∣∣∣∣ql
〉
〈qk|~ˆr4|ql〉
〈qk|ql〉 (A.51)
〈
∂qk
∂φk
∣∣∣∣∣~ˆr4
∣∣∣∣∣ql
〉
= −i sin
(χk
2
)
sin
(χl
2
)
exp (−i (φk − φl))
〈
qk|~ˆr4|ql
〉
〈χk, φk|χl, φl〉 (A.52)〈
∂qk
∂χk
∣∣∣∣∣~ˆr4
∣∣∣∣∣ql
〉
=
1
2
(
− sin
(χk
2
)
cos
(χl
2
)
+ cos
(χk
2
)
sin
(χl
2
)
exp (−i (φk − φl))
)
×
〈
qk|~ˆr4|ql
〉
〈χk, φk|χl, φl〉 (A.53)
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A.8 Tenseur Aµν.
Le tenseur Aµν pour un hoix gaussien des états à une partiule est donné par :
Aµν = ∂
2L0
∂q˙µ∂qν
− ∂
2L0
∂q˙ν∂qµ
= 2~Im
[〈
∂Q
∂qµ
∣∣∣∣∣∂Q∂qν
〉]
= 2~Im
[(〈
∂qm
∂qµ
∣∣∣∣∣∂qn∂qν
〉
−
A∑
r=1
A∑
s=1
〈
∂qm
∂qµ
∣∣∣∣∣qr
〉
Ors
〈
qs
∣∣∣∣∣∂qn∂qν
〉)
Onm
]
(A.54)
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A.9 Expressions des densités loales et de leurs dérivées.
A.9.1 Densité de partiules.
La densité loale de partiules dans la représentation |~r〉 est donnée par :
ρ(~r) = Tr
(
δ(~ˆr − ~r)ρˆ
)
=
A∑
k=1
A∑
l=1
〈~r|qk〉Okl 〈ql|~r〉
=
A∑
k=1
A∑
l=1
ρkl(~r)Okl (A.55)
où
ρkl(~r) = 〈~r|qk〉 〈ql|~r〉 (A.56)
Il en déoule ensuite l'expression de sa dérivée par rapport aux paramètres variationnels
tel que :
∂ρ(~r)
∂qµ
=
A∑
k=1
A∑
l=1
[
∂ρkl(~r)
∂qµ
Okl + ρkl(~r)
∂Okl
∂qµ
]
(A.57)
ave :
∂ρkl(~r)
∂qµ
=
〈
~r
∣∣∣∣∣∂qm∂qµ
〉
〈ql|~r〉+ 〈~r|qk〉
〈
∂qm
∂qµ
∣∣∣∣∣~r
〉
(A.58)
ainsi que l'expression de son gradient :
~∇ρ(~r) = i
3∑
i=1
Tr
(
δ(~ˆr − ~r)
[
~ˆpi, ρˆ
])
= −
A∑
k=1
A∑
l=1
(
(~r −~bk)
ak
+
(~r −~b∗l )
a∗l
)
ρkl(~r)Okl (A.59)
et de son Laplaien :
~∇2ρ(~r) = i2
3∑
i=1
Tr
(
δ(~ˆr − ~r)
[
~ˆpi
[
~ˆpi, ρˆ
]])
=
3∑
i=1
Tr
(
δ(~ˆr − ~r)
[
~ˆpiρˆ~ˆpi − (~ˆp2i ρˆ+ ρˆ~ˆp2i )
])
= 2τ(~r) +
A∑
k=1
A∑
l=1

(~r −~bk
ak
)2
+
(
~r −~b∗l
a∗l
)2
− 3
(
1
ak
+
1
a∗l
) ρkl(~r)Okl
(A.60)
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A.9.2 Densité d'énergie inétique.
La densité loale d'énergie inétique dans la représentation |~r〉 est donnée par :
τ(~r) =
3∑
i=1
Tr
(
δ(~ˆr − ~r)~ˆpiρˆ~ˆpi
)
=
A∑
k=1
A∑
l=1
(~r −~bk)
ak
.
(~r −~b∗l )
a∗l
〈~r|qk〉Okl 〈ql|~r〉
=
A∑
k=1
A∑
l=1
τkl(~r)Okl (A.61)
ave
τkl(~r) =
(~r −~bk)
ak
.
(~r −~b∗l )
a∗l
ρkl(~r) (A.62)
où ρkl(~r) est déni par l'expression (A.58). Il en déoule ensuite l'expression de sa dérivée
par rapport aux paramètres variationnels tel que :
∂τ(~r)
∂qµ
=
A∑
k=1
A∑
l=1
[
∂τkl(~r)
∂qµ
Okl + τkl(~r)
∂Okl
∂qµ
]
(A.63)
ave :
∂τkl(~r)
∂a∗l
=

1
2
(
~r −~b∗l
a∗l
)2
− 1
a∗l

 τkl(~r) (A.64)
∂τkl(~r)
∂~b∗l
=
(~r −~b∗l )
a∗l
τkl(~r)− (~r −
~bk)
aka∗l
ρkl(~r) (A.65)
∂τkl(~r)
∂φl
=
(~r −~bk)
ak
.
(~r −~b∗l )
a∗l
∂ρkl(~r)
∂φl
(A.66)
∂τkl(~r)
∂χl
=
(~r −~bk)
ak
.
(~r −~b∗l )
a∗l
∂ρkl(~r)
∂χl
(A.67)
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A.9.3 Densité vetorielle
~J .
La densité vetorielle
~J dans la représentation |~r〉 est donnée par :
~J(~r) =
1
2
3∑
k=1
Tr
(
δ(~ˆr − ~r)
{
~ˆpi, ρˆ
})
=
i
2
A∑
k=1
A∑
l=1
(
(~r −~bk)
ak
− (~r −
~b∗l )
a∗l
)
ρkl(~r)Okl
=
A∑
k=1
A∑
l=1
~jkl(~r)Okl (A.68)
ave
~jkl(~r) =
i
2
(
(~r −~bk)
ak
− (~r −
~b∗l )
a∗l
)
ρkl(~r) (A.69)
où ρkl(~r) est déni par l'expression (A.58). Il en déoule ensuite l'expression de ses dérivées
par rapport aux paramètres variationnels tel que :
∂ ~J(~r)
∂qµ
=
A∑
k=1
A∑
l=1
[
∂~jkl(~r)
∂qµ
Okl +~jkl(~r)
∂Okl
∂qµ
]
(A.70)
ave :
∂~jkl(~r)
∂a∗l
=
i
2
(~r −~b∗l )
a∗2l
ρkl(~r) +
1
2
(
~r −~b∗l
a∗l
)2
~jkl(~r) (A.71)
∂~jkl(~r)i
∂~b∗lj
=
i
2
δij
a∗l
ρkl(~r) +
(~r −~b∗l )j
a∗l
~jkl(~r)i (A.72)
∂~jkl(~r)
∂φl
=
i
2
(
(~r −~bk)
ak
− (~r −
~b∗l )
a∗l
)
∂ρkl(~r)
∂φl
(A.73)
∂~jkl(~r)
∂χl
=
i
2
(
(~r −~bk)
ak
− (~r −
~b∗l )
a∗l
)
∂ρkl(~r)
∂χl
(A.74)
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Résumé : Cette thèse se propose d'étudier la thermodynamique de la matière nuléaire
qui onstitue l'éore des proto-étoiles et étoiles à neutrons. Une onnaissane détaillée
des propriétés thermodynamiques de la matière d'étoile est néessaire an d'améliorer la
ompréhension des phénomènes physiques impliqués dans le refroidissement des proto-
étoiles, et dans la formation de supernovae de type II. L'un des objetifs fondamentaux
est d'extraire le diagramme des phases de la matière d'étoile an de déterminer si elui-
i présente des instabilités et/ou des points ritiques. Le travail présenté ii se divise en
deux parties, une première portant sur des approhes lassiques, et une seonde sur une
approhe quantique. Les approhes lassiques sont basées sur le modèle d'Ising et le groupe
de renormalisation. Elles vont nous permettre d'obtenir des informations qualitatives sur la
phénoménologie des transitions de phase de la matière d'étoile, et de disuter l'inuene de
la frustration Coulombienne sur le diagramme des phases. L'approhe quantique est basée
sur un modèle de dynamique moléulaire fermionique que nous avons derivé à partir du
formalisme de la fontionnelle de la densité, et implementé numériquement ave des fores
de Skyrme optimisées pour la matière rihe en neutrons. Le travail de ette thèse montre
des premières appliations à l'étude thermodynamique de systèmes nis, et à des aluls
de struture nuléaire pour des noyaux légers. Nous proposerons également une ébauhe
du formalisme qui permettra à terme de traiter numériquement le problème quantique de
la matière innie d'étoile à l'aide du modèle de dynamique moléulaire.
Title : Phase transition and frustration in nulear physis and astrophysis
Abstrat : The thermodynamis of nulear matter whih onstitutes the rust of proto-
neutron stars and neutron stars is studied in this thesis. Obtaining information on the star
matter thermodynamis will enhane the understanding of physial phenomena involved
in the ooling of proto-neutron stars, and in the formation of type II supernovae. One
of the main goals is to extrat the star-matter phase diagram in order to determine if
instabilities and/or ritial points are present. The work is divided into two parts : in
the rst one lassial approahes are developed, while the seond one presents a quantum
approah. The lassial approahes are based on the Ising model and on the renormalisation
group. They give us qualitative information on the phenomenology of phase transitions
for star matter, and allow a disussion on the properties of the phase diagram under
the generi phenomenon of Coulomb frustration. The quantum approah is based on a
fermioni moleular dynamis model that we have developed from the density funtional
formalism, and numerially implemented using Skyrme fores optimized on neutron rih
nulei and neutron matter. This thesis work shows some rst appliations to the study
the thermodynamis of nite nulear systems, as well as nulear struture alulations for
light nulei. A new formalism based on the moleular dynamis model is skethed whih
will ultimately allow treating the numerial quantum problem for the innite star matter.
Mots-lefs : Etoiles à neutrons  Transitions de phases  Frustration (physique)
 Ising, modèle d'  Groupe de renormalisation  Problème des N orps  Dynamique
moleulaire  Hartree-Fok, méthode d'approximation.
Disipline : Constituants élémentaires et physique théorique
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